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à l’intérieur du petit cube. En d’autres
termes, quand nous comptons les coups
gagnants, il faut que nous en comptions
au moins un. Pour un motif de quadrillage
à 20 dimensions, cela signifie que nous
avons besoin d’un million de points (ou,
plus précisément, de 220 = 1048576 points).
Avec l’échantillonnage aléatoire, l’exigence
de taille est probabiliste et donc un peu
floue, mais le nombre de points nécessai-
res pour nous attendre à un seul coup
gagnant est là encore 220. L’analyse pour
l’échantillonnage quasi-aléatoire donne le
même résultat. En effet, si vous tâtonnez
à l’aveuglette pour trouver un objet de
volume 1/2d, peu importe l’agencement
du motif de recherche; il vous faudra cher-
cher à 2d endroits.

Prévisibles, corrélés,
mais équitables

Si les problèmes réels étaient aussi com-
pliqués que celui-ci, les perspectives
seraient assez sombres. Il n’y aurait pas
le moindre espoir d’estimer une intégrale
à 360 dimensions. Mais nous savons
que les techniques de Monte Carlo vien-
nent à bout de certains problèmes de cette
taille ; c’est une conjecture raisonnable de
penser que les problèmes solubles ont
une structure interne qui accélère la
recherche. De plus, le choix du motif
d’échantillonnage semble faire une dif-
férence, si bien qu’il y a une distinction
significative à faire entre toutes les gra-
dations allant de l’aléatoire vrai à l’or-
donné, en passant par le pseudo-aléatoire
et le quasi-aléatoire.

L’idée de hasard dans un ensemble
de nombres a au moins trois aspects. Tout

d’abord, des nombres choisis au hasard
sont imprévisibles : il n’existe pas de règle
fixe présidant à leur sélection. Deuxième-
ment, ces nombres sont indépendants, ou
non corrélés : le fait de connaître l’un des
nombres ne vous aidera pas à en deviner
un autre. Enfin, les nombres aléatoires sont
non biaisés, ou uniformément distribués :
peu importe comment vous découpez l’es-
pace des valeurs possibles, chaque région
peut s’attendre à en avoir sa part.

Ces concepts fournissent une clef utile
pour distinguer entre les ensembles véri-
tablement aléatoires, pseudo-aléatoires,
quasi-aléatoires et ordonnés. Les nombres
véritablement aléatoires présentent les
trois caractéristiques énoncées : ils sont
imprévisibles, non corrélés et non biaisés.
Les nombres pseudo-aléatoires aban-
donnent l’imprévisibilité ; ils sont engen-
drés par une règle arithmétique bien
définie, et si vous connaissez la règle, vous
pouvez reproduire la séquence entière.
Mais les nombres pseudo-aléatoires res-
tent non corrélés et non biaisés (au moins
avec une bonne approximation).

Les nombres quasi-aléatoires sont à la
fois prévisibles et fortement corrélés. Il
existe une règle bien définie pour les
engendrer, et les motifs qu’ils forment,
bien que pas aussi stricts que ceux d’un
réseau cristallin, présentent une grande
régularité. Par rapport au hasard, le seul
élément que les nombres quasi-aléatoi-
res préservent est la distribution uniforme
ou équitable: ils sont distribués aussi équi-
tablement et également que possible.

Un ensemble très ordonné, comme les
points d’un réseau cubique, ne préserve
aucune des propriétés du hasard. Il est évi-
dent que ces points échouent aux tests
d’imprévisibilité et d’indépendance. Il
n’est peut-être pas aussi clair que leur dis-
tribution n’est pas uniforme. Après tout,
il est possible de découper un réseau de
N points en N petits cubes, qui contien-
nent chacun exactement un point. Mais
cela ne suffit pas pour qualifier le réseau
d’équitablement et également distribué.
L’idéal de la distribution équitable exige
un arrangement de N points qui fournit
un point par région quand l’espace est
divisé en n’importe quel ensemble de
N régions identiques. Le réseau rectili-
gne échoue à ce test quand les régions sont
des tranches parallèles aux axes.

Un léger désaccord :
la discrépance

Ces trois aspects du hasard sont impor-
tants dans différents contextes. Dans le cas
de l’autre Monte Carlo (le casino de
Monaco), l’imprévisibilité est tout. Il en va
de même pour les applications cryptogra-
phiques du hasard. Dans les deux cas, un
adversaire essaie activement de détecter
et d’exploiter toute ébauche de motif.

Certains types de simulations informa-
tiques sont très sensibles aux corrélations
entre des nombres aléatoires successifs, si
bien que l’indépendance est importante.
Mais pour les estimations de volume que
nous discutons ici, c’est l’uniformité de la
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3. L’ESTIMATION DES VOLUMES devient de plus en plus difficile à mesure que le nombre de dimen-
sions de l’espace augmente, effet qualifié parfois de « malédiction de la dimension ». Supposons
qu’un cube à d dimensions, dont les côtés ont pour longueur 1, renferme un cube de côtés 1/2.
Quand d = 1, le « cube » est en fait un segment de droite, et le volume est sa longueur ; le petit
« cube » (de longueur 1/2) remplit la moitié du volume total. Pour d = 2 (un carré, pour lequel le
volume correspond à la superficie), le volume du petit cube est de 1/4, et, pour d = 3, il est égal
à 1/8. Ainsi, le volume fractionnaire diminue comme 1/2d, ce qui signifie que pour simplement détec-
ter l’existence du petit cube, il faut déjà environ 2d points d’échantillonnage.
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