rend alors sans intérét les mathématiques
etméme tout raisonnement. Vouloir ajouter
= 3,2 aux axiomes mathématiques, ou
méme changer la cent milliardieme déci-
male de 7 (ce qui conduirait aussia 0= 1),
n'est pas envisageable. Tout étre, aussi puis-
sant soit-il, est donc contraint de mener un
calcul pour connaitre 1r, sans avoir la pos-
sibilité de décider quoi que ce soit le concer-
nant. Etil en va ainsi de pratiquement tous
les énoncés mathématiques.

Une autre question se pose: un étre tout-
puissant peut-il rfésoudre un probleéme indé-
cidable ?

Un probléme indécidable est un pro-
bléeme qu’aucun algorithme ne peut
résoudre. Aucun algorithme ne peut par
exemple indiquer, pour toute équation de
laforme P=0, o0uPestun polyndme a coef-
ficients entiers, si oui ou non elle possede
des solutions en nombres entiers (x° —y3= 1
en posséde une,x = 3,y = 2;x°+3y*=1
n'en possede pas). Lindécidabilité de ces
équations dites diophantiennes, théme du
dixieme probleme de Hilbert, a été démon-
trée par Youri Matiyasevichen 1970. Unautre
résultat d’'indécidabilité a été prouvé par
Alan Turing dés 1936 : aucun algorithme
ne peut déterminer quels sont les pro-
grammes qui s'arrétent et ceux qui calcu-
lentindéfiniment.

Un étre tout-puissant pourrait-il s’af-
franchir de cette indécidabilité et résoudre
toute équation diophantienne qu’on lui sou-
mettrait, ou identifier sans erreur les pro-
grammes quine s'arrétent pas ? En stricte
logique, rien ne s'oppose aune telleidée.On
peuten effetimaginerun étre supérieur qui
sache résoudre le probléme des équa-
tions diophantiennes, car rien ne l'oblige a
résoudre le probléme par une procédure
mécanisable. Au contraire, l'idée qu'onad’un
étre omnipotent implique assez naturelle-
ment qu’il ne soit pas limité a des algo-
rithmes, comme I'est un ordinateur.

Les mathématiciens se sont amusés
aimaginer ces étres « surpuissants ». Dans
la théorie de la calculabilité, Turing et Emil
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P atrick Grim a inventé un
argument indirect mon-
trant que I'omniscience n'existe
pas. Cet argument est qualifié
de cantorien, car il utilise le
résultat de Georg Cantor que
|'ensemble des parties d'un
ensemble (méme infini) est
strictement plus grand que I'en-
semble lui-méme.

S'il y avait un ensemble V
des vérités (mathématiques ou
autres), alors pour chaque par-
tie E de V (par exemple pour la
partie {La tour Eiffel est a Paris,

tés que de parties de V. D'apres
le théoreme de Cantor, celan’est
pas possible.

A cet argument qu'il
n'existe pas d'ensembles de
toutes les vérités, et qu'en
conséquence |'omniscience (la
connaissance de I'ensemble de
toutes les vérités) est inconce-
vable, les philosophes ont pro-
posé diverses réponses...
auxquelles P. Grim a répondu.
La situation est assez confuse
a propos de cet argument can-
torien. Elle I'est sans doute plus
encore dans le cadre des théo-

ries alternatives des ensembles
ol le théoreme de Cantor n'est
plus vrai. En effet, dans de telles
théories, il ne serait plus
absurde d’envisager un en-
semble de toutes les vérités.

Reste que |'argument de
P. Grim est particuliérement
simple et qu'il se fonde sur la
version de la théorie des
ensembles aujourd’hui univer-
sellement pratiquée: I'omni-
science, qui consiste a connaitre
tous les éléments de I'ensemble
de toutes les vérités, est donc
difficile a concevoir.

les hauteurs d'un triangle se croi-
sent en un point, il y a une infi-
nité de nombres premiers}) et
pour chaque vérité v de V (par
exemple: le Titanic a heurté un
iceberg), on pourrait considé-
rer la question : est-ce que v est
dansE?

Deux réponses sont pos-
sibles: v est dans E, v n'est pas
dans E. L'une est une vérité. Il y
adonc au moins autant de véri-

Lensemble V
des vérités

Lensemble des parties
de I'ensemble V des vérités

Post ont introduit la notion de « machine
avecoracle »: clest, par définition, un méca-
nisme de calcul, qui a acces a une base de
données infinie lui fournissant la réponse
aune familleinfinie de questions. Cetaccés
rend 'oracle plus puissant que tout autre
machine et lui permet alors de résoudre des
problémes indécidables.

Une machine disposant d’'un oracle lui
indiquant les programmes quis’arrétent et
ceux qui bouclent est ainsi en position de
résoudre toute équation diophantienne. Pour
chaque équation E qu’on lui soumet, la
machine a oracle, construit le programme
PrE qui énumere toutes les solutions envi-
sageables (éventuellement en nombre infini)
del'équation étudiée et s'arréte des qu’une
solution est trouvée. Plutét que de faire fonc-
tionner ce programme PrE, la machine a
oracleinterroge sa base de donnéesinfinie
au sujet de PrE qu'elle vient de construire.
Sielle obtient laréponse « oui, le programme
PrE s’arréte », alors elle lance le calcul et

finit par trouver au moins une solution. Sinon,
elle répond: équation sans solution. Ainsi
disposer de l'oracle qui indique I'arrét per-
met de résoudre le probléme indécidable
des équations diophantiennes. On montre
que l'inverse est vrai: un oracle quiindique
les équations diophantiennes ayant des
solutions serait en mesure de résoudre le
probleme de l'arrét.

Chacune des machines a oracle dispose
d’'une puissance quiluiest propre, et on com-
pare les puissances des diverses machines
aoracle. Silamachine a oracle Asait résoudre
tous les problémes que lamachine a oracle B
résout, mais que Aen résout que B ne résout
pas, la machine A est plus puissante que la
machine B. Toutes les machines a oracle ont-
elles la méme puissance [comme c'est le
cas pour celle des équations diophantiennes
et celle de 'arrét] ? Existe-t-il une machine
omnipotente dans le sens « au moins aussi
puissante que toutes les autres machines
aoracle»?
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