
84] Logique & calcul © Pour la Science - n° 410 - Décembre 2011

R e g a r d s

La réponse à ces questions mathéma-
tiques est connue. Il y a plusieurs niveaux
chez les oracles et il n’y a pas d’oracle
omnipotent. En effet, les techniques per-
mettant de traiter ce type de questions
conduisent au résultat suivant : pour toute
machine M à oracle, il existe une machine
à oracle M’ strictement plus puissante que M.
(La démonstration utilise la même idée que
celle permettant de démontrer qu’il existe
des problèmes indécidables.)

Une multitude de questions ont été réso-
lues concernant la structure de la relation
d’ordre entre machines à oracle. Cette théo-
rie mathématique étudie la hiérarchie entre
les êtres « surpuissants » que sont les
machines à oracle : c’est une étude socio-
logique de l’Olympe. Les divers niveaux dans
cette hiérarchie se dénomment les degrés

de Turing et ils constituent une échelle qui
détermine la gravité de l’indécidabilité des
problèmes indécidables.

En plus de savoir qu’il n’y en a pas de
plus grand (pas d’être omnipotent dans
cet Olympe mathématique), on sait par
exemple qu’entre deux degrés différents,
il y en a toujours une infinité de degrés
intermédiaires. On sait aussi qu’entre deux
degrés donnés différents M et M’, avec
M < M’, il en existe deux qui ne sont pas
comparables, N et N’ : N a une puissance
intermédiaire à celle de M et de M’, de même
que N’, mais N n’est pas supérieur à N’, ni
N’ supérieur à N.

Parmi les questions qu’on peut se poser
concernant l’omnipotence mathématique,
celles concernant le continu des nombres
réels viennent à l’esprit. 

Par exemple, peut-on envisager l’exis-
tence d’un être tout-puissant qui mani-
pule les nombres réels comme nous
manipulons les entiers ?

Omnipotence 
et nombres réels
Là encore, rien ne semble s’y opposer et les
mathématiciens ont étudié la théorie de ces
êtres hypothétiques surpuissants qui cal-
culent avec les nombres réels aux déve-
loppements décimaux infinis comme s’il
s’agissait de nombres entiers : ils peuvent
multiplier sans erreur deux nombres réels
ou les comparer, ce qu’un mathématicien
humain ne peut pas faire en général.

Dernière question à propos de l’omni-
potence mathématique : Est-il envisageable

L es deux paradoxes que nous pré-
sentons ici ont donné lieu depuis

dix ans à un nombre considérable
de travaux dont deux livres et une
thèse. Ils ne s’appuient ni sur des
autoréférences (qu’on considère
interdites) ni sur une capacité sup-
posée à connaître le futur (que l’on
considère impossible). On utilisera
deux raccourcis d’écriture :
pos : il est possible que... 
connu : il est connu que...

Pour connu, on ne précise pas
qui connaît, mais cela pourrait être
la CIA, vous, moi ou Dieu pour ceux
qui sont croyants.

Paradoxe de Moore
On suppose qu’il est connu qu’une
certaine affirmation p est vraie,
mais qu’elle n’est pas connue. On
va démontrer que cela conduit à
une contradiction.

(1) connu (p et non connu p).
On a d’après la règle évidente
connu (AetB)=>(connuAetconnuB):

(2) connu p et 
connu (non connu p).
Maintenant, on s’appuie sur

la règle que ce qui est connu est vrai :
(connu p => p). Là encore, c’est un

axiome raisonnable pour manipuler
le symbole connu. La formule (2)
donne alors :

(3) connu p et non connu p.
La formule (3) est une contra-

diction. L’avoir obtenue signifie qu’il
n’est pas possible de connaître
une affirmation p en même temps
qu’on sait qu’on ne la connaît pas.
C’est ce qu’on dénomme le para-
doxe de Moore. Peut-être n’est-ce
pas vraiment paradoxal : après tout,
personne de sensé ne dira: « Il pleut,
mais je ne sais pas qu’il pleut. »

Paradoxe de Fitch
Le paradoxe de Fitch (qui uti-

lise la conclusion de Moore) est
plus ennuyeux. Il va montrer que,
si l’on accepte l’idée que « Tout ce
qui est vrai est connaissable »,
alors « Tout ce qui est vrai est
connu ».

On part de l’hypothèse suivante
(parfois dénommée axiome de la
connaissabilité) :
p => pos (connu p), soit tout ce
qui est vrai est connaissable.

On va maintenant établir qu’il
ne peut pas exister de proposition p
qui soit vraie en même temps que

non connue (ce qui signifie que la
CIA, vous, moi et Dieu nous sommes
omniscients).

D’après l’axiome de la connais-
sabilité qu’on applique en rempla-
çant p par (p et non connu p) :

(4) (p et non connu p) => 
pos (connu(p et non connu p)).
D’après le raisonnement de

Moore, connu (p et non connu p)
entraîne une contradiction. Il n’est
donc pas possible que 

connu (p et non connu p). 
Dit autrement, il est faux que 
pos (connu (p et non connu p)),
c’est-à-dire :

(5) non pos (connu
(p et non connu p)).
La règle logique de contrapo-

sition indique : 
(A => B) <=> (non B => non A).
En l’utilisant à partir de (4) et (5),
on en tire :

(6) non (p et non connu p),
ce qui est logiquement équivalent à:

(7) p => connu p.
Le passage de (6) à (7) se justifie par
la suite d’équivalences :

non (A et non B) <=> 
(non A ou non non B) <=> 

(non A ou B) <=> (A => B).
En conclusion, l’utilisation de prin-
cipes logiques, tous d’une parfaite
évidence, et d’un raisonnement en
sept étapes conduit à l’affirmation
que si « tout ce qui est vrai est
connaissable », alors « tout ce qui
est vrai est connu ». C’est inattendu
(d’où les nombreux travaux récents
sur ce raisonnement). Cela a en par-
ticulier une grave conséquence pour
l’idée d’être omniscient. En effet :

A. Soit il existe des vérités non
connaissables, et il n’y a alors pas
d’être omniscient.

B. Soit toute chose vraie est
connue, et alors non seulement Dieu
est omniscient, mais la CIA, vous et
moi nous le sommes aussi.

Il est clair que ni la CIA, ni vous,
ni moi nous ne sommes omniscients,
donc B est faux et il existe par consé-
quent des vérités inconnaissables :
il n’existe pas d’être omniscient.
Notons bien que, cette fois, l’im-
possibilité de l’omniscience ne pro-
vient pas de la capacité supposée
d’un être omniscient à voir le futur,
comme c’est le cas avec le paradoxe
de Newcomb.

5.Paradox es de Moore et  de Frederic Fitch
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qu’un être tout-puissant explorant les sous-
ensembles infinis de l’ensemble des
nombres réels, �, réussisse à savoir s’il en
existe d’un cardinal intermédiaire entre
� (l’ensemble des entiers) et � ? En
d’autres termes : est-ce qu’on peut envi-
sager qu’un être tout-puissant résolve
« expérimentalement » le problème de l’hy-
pothèse du continu ?

Le fait qu’on puisse ajouter à la théorie
des ensembles classiques (de Zermelo-
Fraenkel) sans obtenir de contradiction
(si elle est sans contradiction) que l’hypo-
thèse du continu est vraie, ou qu’elle est
fausse, doit être pris en compte, et cela rend
difficile une réponse. 

Cependant, les travaux menés aujour-
d’hui en théorie des ensembles, en parti-
culier par Hugh Woodin, et qui envisagent
des logiques infinies dans le but de trai-
ter l’hypothèse du continu peuvent être
considérés comme l’étude de nouvelles
formes d’êtres surpuissants en quête de
cette solution. On est tenté de se dire
que la théologie, aujourd’hui, est l’affaire
des mathématiciens et qu’une forme de
haute spiritualité se trouve à l’œuvre dans
cette exploration de l’infini et de la sur-
puissance qui les occupe.

L’omnipotence est peut-être une idée
trop vague et susceptible d’un trop grand
nombre de définitions différentes. En plus
des difficultés logiques que posent les
idées de saint Augustin, Thomas d’Aquin
ou Descartes, les formes nouvelles de la
surpuissance que les mathématiques asso-
cient à l’infini constituent des domaines
trop différents pour que soit donnée une
bonne définition de l’omnipotence et que
l’on puisse apprécier sa possibilité. Abor-
dons donc maintenant la question plus
facile de l’omniscience.

Un être omnipotent est omniscient :
celui qui peut tout faire peut savoir tout ce
qu’il y a à savoir. Pourtant, la chose est loin
d’être aussi simple et en théorie des jeux,
par exemple, le fait d’être omniscient consti-
tue parfois un handicap grave qui interdit
de gagner... et donc empêche l’omnipotence
(voir la figure 2).

Indépendamment de ces questions,
dont on peut se libérer en imaginant qu’un

être omniscient ne joue pas, l’existence
d’êtres omniscients dépend de ce qu’on
considère comme objets possibles de savoir.

Si toutes les propositions, y compris
autoréférentes, doivent être objet du savoir
d’un être omniscient, alors Patrick Grim a
montré qu’il n’existe aucun être omniscient.
De même, le paradoxe de Newcomb (voir
la figure 3) établit que connaître parfaite-
ment le futur est une impossibilité.

Envisageons l’omniscience sans la capa-
cité de prévoir l’avenir et en interdisant les
phrases autoréférentes. Malheureusement,
même ainsi, divers paradoxes récents créent
encore de fatales difficultés qui nous empê-
chent d’imaginer un être omniscient.

L’omniscience, 
idée indéfendable
Le paradoxe de Frederic Fitch (voir la figure 5)
établit que si « tout ce qui est vrai est
connaissable », alors « tout ce qui est vrai
est connu » (par un être omniscient, mais
aussi par vous et par moi). C’est absurde,
à moins de considérer que tout n’est pas
connaissable et donc, en particulier, qu’il
n’existe pas d’êtres omniscients.

Une autre difficulté soulevée par P. Grim
concerne la possibilité d’un être omniscient
même si celui-ci ne s’intéresse qu’aux
mathématiques. P. Grim emploie un procédé
analogue à celui utilisé pour démontrer qu’il
n’y a pas d’ensemble de tous les ensembles
dans la théorie classique des ensembles
(voir la figure 4).

Finalement, même si certains tentent
des réponses aux divers paradoxes ici évo-
qués de l’omniscience, il semble bien que
l’idée, sur un plan strictement logique et
mathématique, ne puisse pas résister, tant
elle engendre de contradictions et d’in-
cohérences de toutes sortes. Comme c’est
le cas aussi à propos de l’omnipotence,
cela ne trouble guère les mathématiciens
et les logiciens qui, au contraire, se réjouis-
sent de la richesse des idées et théories
qui naissent de ces questions théologiques
quand on les transpose en mathématiques.
Peut-être est-ce la preuve d’ailleurs que
ces dernières ne sont qu’une forme
extrême et abstraite de théologie ? �
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