Deux exemples de segments géodésiques
surle disque hyperbolique : [0, P] et [M, N].

mal [M, NJ], o M et N sont deux points
de 9 tres voisins.

La «longueur hyperbolique» du seg-
ment [M, N] que I’on impose est un mul-
tiple de salongueur euclidienne MN, avec
un facteur qui dépend de la position du
point M. Plus précisément, sa valeur est
par définition égale a MN/(1 - OM?)
(voir la figure 2c). SiM est proche de O, cette
longueur hyperbolique est comparable
aMN, puisque le nombre 1-OM?est pres-
que égal a 1. Mais si M s’approche du
cercle 6, ce nombre tend vers 0 et la lon-
gueur hyperbolique de [M, N] devient
de plus en plus grande, bien que, du point
de vue euclidien, N soit trés voisin de M.

Lanotion delongueur sur un espace est
fondamentale en géométrie. Elle permet de
caractériser des courbes particulieres, les
géodésiques, qui portent les chemins les
plus courts entre deux points. Dans le
plan euclidien, il s’agit des droites; sur la

sphére, nous I'avons déja mentionné, ce sont
les grands cercles. Dans le disque hyper-
bolique, on montre que les géodésiques sont
de deux types: d"une part les demi-cercles
perpendiculaires au cercle €, d’autre part
les diametres (euclidiens) de ce cercle.

Longueurs euclidienne
et hyperbolique

Plus précisément, si M et N ne sont pas
alignés avec le point O, parmi tous les
chemins de % qui relient M a N, celui qui
a la plus petite longueur hyperbolique est
porté par un arc de cercle. Si M, N et O
sont alignés, ce chemin géodésique est le
segment [M, N], comme dans le plan eucli-
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dien (voir la figure 2d). En revanche, sa lon-
gueur hyperbolique est différente de salon-
gueur euclidienne, puisqu’elle tend vers
I'infini lorsque le point M est fixé et que N
s’approche du cercle ‘6. Un habitant du dis-
que hyperbolique partant de O n’atteint
donc jamais ce cercle en un temps fini.

Dans cette nouvelle géométrie,
I’énoncé du cinquiéme postulat d ’Euclide
n’est pas vérifié. Il y existe en effet une
infinité de géodésiques passant par le
point O (des diametres) qui ne rencon-
trent pas un arc de cercle fixé. En d’au-
tres termes, il existe une infinité de
géodésiques distinctes de I'arc de cercle
en question et qui lui sont «paralleles »
(voir la figure 2e).

L'existence de telles configurations non
euclidiennes a des conséquences troublan-
tes sur les triangles hyperboliques, ces figu-
res du disque hyperbolique dont les trois
cotés sont des géodésiques (voir la figure 2f):

Etant donnés une géodésique D etun point 0
hors de D, il existe une infinité de géodési-
ques passant par 0 et ne rencontrant pas D.
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la somme de leurs angles est strictement
inférieure a 180 degrés. De plus, cette
somme peut prendre toutes les valeurs com-
prises strictement entre 0 et 180 degrés,
contrairement a celle d'un triangle eucli-
dien qui est constante, égale a 180 degrés!
C’estle premier signe d une géométrie plus
souple, moins contraignante que celle du
plan euclidien.

Commeil est repoussé al'infini, le cer-
cle ¢ n’a pas d’existence concréte dans le
monde hyperbolique, alors qu'il en a une
dans le monde euclidien. Comment inter-
préter ce cercle immatériel en termes
hyperboliques ? Imaginons que le point O
soit, dans le disque hyperbolique, une
source lumineuse qui émet dans toutes les
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2. QUELQUES CARACTERISTIQUES

du plan euclidien (a] et de deux espaces
non euclidiens : la sphére (b]

et le disque hyperbolique (c, d, e, f].

0.

Deux exemples de triangles hyperboliques
sur le disque hyperbolique.

directions. La lumiére se propage le long
des chemins géodésiques. Parce qu'ils sont
issus de O, ces chemins lumineux sont
les segments de la forme [O, [, ot w est
un point du cercle C. La longueur hyper-
bolique de [O, w[ étant infinie, on peut assi-
miler w a un point sur 'horizon.

Ainsi, en associant a chaque rayon de
lumiére infini [O, o[ le point w, on établit
une correspondance entre I'ensemble des
rayons et le cercle € (voir la figure 3). Sous
cet angle, un point de € prend un sens
«concret» hyperbolique: c’estunrayon de
lumiere hyperbolique issu de la source O.
Dans le méme esprit, on construit une cor-
respondance entre les rayons de lumiere
hyperboliques de longueur finie émis
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