e Existe-t-il des courbes fermées
simples du plan qui possédent des carrés
inscrits passant par chacun de leurs points ?

Un cercle et un carré ont bien sar cette
propriété. De nombreuses autres courbes
fermées possédent cette propriété (dont
toutes les courbes invariantes par une rota-
tion de 90°). Francesco De Comité a dessiné
les figures a, b, c, d.

e Trouver une courbe fermée simple du
plan n'ayant qu'un seul carré inscrit.

Solution: voir les figures g, f, g.

* Toute courbe fermée simple du plan
contient-elle les sommets d’'un pentagone
régulier inscrit ? (Autrement dit, la conjec-
ture de Toeplitz avec les carrés se généra-
lise-t-elle avec les pentagones ?)

Non. Untriangle équilatéral, a cause des
problémes créés parles angles, ne peut pas
contenir les cing points d’'un pentagone régu-
lier. De la méme fagon, une courbe fermée
simple du plan ne contient pas toujours un
polygone régulier de plus de cinq cotés.

e Tout point P donné d’une courbe fer-
mée simple C est-il le sommet d’un triangle
équilatéral inscrit dans C ?

Non. Soit Cun triangle isocele dont 'angle
ausommet est inférieura 120°. Ce sommet P
ne peut pas étre le sommet d’un triangle
équilatéral inscrit dans C.

e

es différents pixels d'une courbe (assimilés

I_ a des petits carrés sur un quadrillage) for-
ment une chaine de voisins.

Dans le cas des courbes fines, le mot « voi-

sins » signifie « avoir au moins un point en

commun ». Pour les courbes épaisses, deux

a
Dans une courbe « épaisse »,
deux pixels voisins ont au moins
un coté en commun (a).
Dans une courbe « fine »,
deux pixels voisins ont au moins
un point en commun (b, deux exemples
d’une telle courbe]. Les propriétés
de ces courbes vis-a-vis
des carrés inscrits sont différentes.

pixels voisins de la courbe doivent avoir au
moins un c6té en commun.

Pour éviter les recoupements et imposer le
retour au pixel de départ (courbe fermée simple),
on ajoute dans les deux cas que chaque pixel
possede deux voisins exactement. Le probleme du

b

carré inscrit dans le monde discret des pixels est
alors clairement posé... et a été résolu en 2011:
— toute courbe épaisse fermée simple posséde
au moins un carré inscrit (a) ;
—il existe des courbes fines fermées simples qui
n‘ont pas de carré inscrit (b).
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Un carré est constitué de deux paires de
cotés opposés paralléles et ses deux diago-
nales ontméme longueur. Une généralisation
du carré danslespace est le quadrilatere ayant
ses quatre cOtés égaux ainsi que ses deux
diagonales, que nous nommerons « le quasi-
carré ». Jason Cantarella et John McCleary,
aux Etats-Unis,ontdémontré quetoute courbe
fermée simple assez réguliére de I'espace a
trois dimensions posséde un tel quasi-carré
inscrit. « Assez réguliere > signifie que la
courbe est non seulement continue, mais
qu'elle a une tangente en chaque point, tan-
gente qui varie continiment quand le point
de tangence glisse le long de la courbe.

Les carrésinscrits peuvent-ils étre nom-
breux ? Peut-il par exemple y en avoir cing,
ni plus ni moins ? La encore, bien que les
résultats soient récents, on n'a pas rencon-
tré d'obstacles majeurs. Pour tout entier stric-
tement positif n, il existe une courbe fermée
simple du plan qui posséde exactementn car-
rés inscrits. Le résultat a été démontré
en 2008 par Strashimir Popvassiley, au City
College de New York, qui a pu établir qu’on
peut imposer de plus a la courbe d’étre
indéfiniment différentiable (cest-a-dire par-
faitement lisse) et méme quon peut avoir
exactement n carrés inscrits en imposant a
la courbe de délimiter une zone intérieure

convexe. Le théoreme est patent pour les
polygones, comme le montre la figure ci-des-
sous qui résout le cas n = 3 et qui se géné-
ralise de fagon évidente.

Le nombre de carrés inscrits sera fré-
quemment impair. En effet, sila courbe
fermée simple estun polygone n'ayantrien
de particulier, deux de ses cotés ne sont
jamais paralleles ni orthogonaux, ou si la
courbe fermée simple est extrémement
lisse, définie par des fonctions analytiques,
alors le nombre de carrés inscrits est
infini ou impair.

Par ailleurs, le mathématicien japonais
Shizuo Kakutani a démontré en 1942 que
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Regards
=

tout volume convexe de I'espace peut étre
enfermé dans un cube exinscrit dont chaque
face touchera le volume. Notons enfin qu’un
théoréme de 'Anglais Roger Fenn a réglé en
1970 le probléme de la table évoqué au début
de I'article. Si la fonction continue définis-
sant le monticule est positive surun ensemble
convexe et nulle ailleurs, alors toute table car-
rée pas trop grande pourra étre convena-
blement posée sur le monticule.

Les travaux de Felid Sagols et Raul Marin,
de I'Institut polytechnique national du
Mexique, auront peut-étre des applications
puisqu’ils concernent les figures dessi-
nées avec des pixels et que des algo-
rithmes de calculs des carrés inscrits
ont été proposés.

Le plan discret n'est qu’'un tableau de
cases carrées, les pixels, constituant un
grand quadrillage. Deux notions de courbes
discretes sont naturelles: les courbes fines
et les courbes épaisses (voir la figure 5].
Le probléme du carré inscrit se pose dans
ce contexte : toute courbe épaisse fermée
simple contient les quatre coins d’'un carré
et il existe des courbes fines fermées
simples qui ne contiennent aucun carré ins-
crit (jamais quatre de leurs pixels ne sont
les quatre coins d’un carré].

La démonstration du résultat positif
concernant les courbes épaisses nest pas
aussisimple qu'on l'imagine. Cela montre une
fois encore que bien des problemes du continu
ont des traductions intéressantes dans le
monde du fini des pixels et de I'informatique.

Le monde mathématique est étrange
et certains passages semblent interdits.
Méme dans des domaines élémentaires
(comme celui des courbes fermées simples
du plan] pour lesquels on s’imaginait
bien armé par les outils de I'analyse et de
la géométrie, on butte sur des obstacles
durs comme le diamant. Rien ne nous per-
met de reconnaitre ces problemes diffi-
ciles avant qu’on ne se cogne a eux et ils
semblent surgir au hasard. lls s'amusent
a humilierune communauté vieille de plus
de trois millénaires !
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