2. Le graphe infini de la suite de Stern

| existe des interprétations gra-
phiques assez simples de la suite
diatomique de Stern. On considere
le graphe (1) infini dessiné ci-dessous
dont le principe de construction est
immédiat. On peut le voir au choix:
—comme un point de départ qui
donne lieu a trois branches faisant
des angles de 45°, qui eux-mémes
se séparent chacune en trois
branches du méme type, etc.
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— comme un pavage d'un tri-
angle isocéle rectangle par des tra-
pezes rectangles tous semblables et
de plus en plus petits.

La suite diatomique de Sterny
est cachée. En comptant le nombre
de chemins descendants permettant
de joindre le sommet de la figure a
un nceud du graphe, on découvre (et
I'on démontre) que chaque ligne lue
jusqu'a la moitié est le début de la

série de Stern (a I'exception du 0)
et donc que la ligne n du graphe
indique 2" termes de la série.

Le graphe (2), I'arbre diato-
mique de Stern, posséde une pro-
priété du méme type, sauf que cette
fois la suite de Stern s'obtient sim-
plement en mettant bout a bout
les nombres de chemins descen-
dants écrits aux nceuds. On peut
aussi, pour obtenir une nouvelle

ligne a partir de la précédente, reco-
pier la ligne dont on part (en ayant
éliminé les extrémités) et insérer
entre chaque paire d'éléments
consécutifs (a, b) la somme a + b.

Un autre graphe infini, que
nous laissons au lecteur le soin
de deviner et de dessiner, donne
les coefficients du triangle de Pas-
cal par ce procédé de décompte des
chemins descendants.
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nition a partir des coefficients de bindme
de Newton (les éléments du triangle de
Pascal) :

3 (7))

2i+j=n-1

De nombreux et remarquables liens
existent aussi entre la suite diatomique
de Stern et le systeme de numération
binaire. Nous allons en détailler trois qui
attestent a nouveau qu’en ces domaines
des mathématiques discretes, « Tout
est dans tout» et qu’un étroit et serré sys-
téme de relations fait passer rapidement
d’une structure a une autre... pour qui sait
ouvrir les yeux.

La valeur de s, est exactement le nombre
de représentations de n — 1 en notation
binaire généralisée, c’est-a-dire comme
somme de puissances de 2 prises 0, 1 ou
2 fois (la notation binaire est la représen-
tation de n en somme de puissances de 2,
prises chacune 0 ou 1 fois ). Expliquons cela.
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Le nombre 8 (= 9 — 1) peut s'écrire de quatre
fagons en notation binaire généralisée :

a) 8 =8, qui donne la notation binaire
1000, (le 2 enindice est |a pour éviter la
confusion entre notations binaires et déci-
males];

b) 8=4 +4, qui donne la notation binaire
généralisée 200,;

c)8=4+2+2,quidonne 120,;

d)8=4+2+1+1, quidonne 112,.

Qu’il y ait quatre fagons d’écrire
8=9 — 1 en notation binaire généralisée
signifie que sq = 4.

Dans son merveilleux livre, publié
en 2003 et entierement consacré aux
constantes mathématiques, Steven Finch
note que lavaleurdes, estaussile nombre
de fagons d’extraire de I'écriture binaire den
une suite alternée de 1 et de 0 commen-
cant et se terminant par 1.

Prenons l'exemple du nombre 17, quis'écrit
10001, en base 2. On peut extraire de cette
notation cing sous-suites alternées (enrouge)
commengant et finissantpar1: 10001 10001
10001 10001 10001. On en déduit s, = 5.

Unautre lien extraordinaire entre la base
de numération 2 et la suite diatomique de
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Stern est celui qui permet, a partir de n écrit
en binaire, d’avoir immédiatement s,,. Par-
tant de n, par exemple 98, on I'écrit en
base 2:1100010,. On compte le nombre
de 1 qui commencent la suite 1100010, il
yena?2,ag=2;0ncompte le nombre de 0
qui suivent, a; = 3; puis le nombre de 1
qui suivent, a, = 1; puis le nombre de 0
qui suivent, a; = 1, puis enfin le nombre
de 1 quisuivent, a, = 0. On considére
alors la fraction::

Cette fraction permet d’affirmer que
la valeur de sgg est 9, le numérateur. En
prime, le terme suivant est le dénomina-
teur:Sqg = 16. Pour un entier n quelconque,
on écrit n sous forme binaire, et la frac-
tion associée comme précédemment:son
numérateur et son dénominateur sont les
termes derang netn + 1delasuite diato-
mique de Stern.

On vérifie qu'il en est bien ainsi, mais,
comme on I'a déja dit, le procédé n'est pas
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