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2. Le graphe infini de la suite de Stern

| existe des interprétations gra-
phiques assez simples de la suite
diatomique de Stern. On considere
le graphe (1) infini dessiné ci-dessous
dont le principe de construction est
immédiat. On peut le voir au choix:
—comme un point de départ qui
donne lieu a trois branches faisant
des angles de 45°, qui eux-mémes
se séparent chacune en trois
branches du méme type, etc.

— comme un pavage d'un tri-
angle isocéle rectangle par des tra-
pezes rectangles tous semblables et
de plus en plus petits.

La suite diatomique de Sterny
est cachée. En comptant le nombre
de chemins descendants permettant
de joindre le sommet de la figure a
un nceud du graphe, on découvre (et
I'on démontre) que chaque ligne lue
jusqu'a la moitié est le début de la

série de Stern (a I'exception du 0)
et donc que la ligne n du graphe
indique 2" termes de la série.

Le graphe (2), I'arbre diato-
mique de Stern, posséde une pro-
priété du méme type, sauf que cette
fois la suite de Stern s'obtient sim-
plement en mettant bout a bout
les nombres de chemins descen-
dants écrits aux nceuds. On peut
aussi, pour obtenir une nouvelle

ligne a partir de la précédente, reco-
pier la ligne dont on part (en ayant
éliminé les extrémités) et insérer
entre chaque paire d'éléments
consécutifs (a, b) la somme a + b.

Un autre graphe infini, que
nous laissons au lecteur le soin
de deviner et de dessiner, donne
les coefficients du triangle de Pas-
cal par ce procédé de décompte des
chemins descendants.
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nition a partir des coefficients de bindme
de Newton (les éléments du triangle de
Pascal):

3 (7))

2i+j=n-1

De nombreux et remarquables liens
existent aussi entre la suite diatomique
de Stern et le systeme de numération
binaire. Nous allons en détailler trois qui
attestent a nouveau qu’en ces domaines
des mathématiques discretes, « Tout
est dans tout» et qu’un étroit et serré sys-
téme de relations fait passer rapidement
d'une structure a une autre... pour qui sait
ouvrir les yeux.

La numération binaire

La valeur de s, est exactement le nombre
de représentations de n — 1 en notation
binaire généralisée, c’est-a-dire comme
somme de puissances de 2 prises 0, 1 ou
2 fois (la notation binaire est la représen-
tation de n en somme de puissances de 2,
prises chacune 0 ou 1 fois). Expliquons cela.

Pour la Science - n° 420 - Octobre 2012

Le nombre 8 (= 9 — 1) peut s'écrire de quatre
fagons en notation binaire généralisée :

a) 8 =8, qui donne la notation binaire
1000, (le 2 enindice est |a pour éviter la
confusion entre notations binaires et déci-
males];

b) 8=4 +4, qui donne la notation binaire
généralisée 200,;

c)8=4+2+2,quidonne 120,;

d)8=4+2+1+1 quidonne 112,.

Qu’il y ait quatre fagons d’écrire
8=9 — 1 en notation binaire généralisée
signifie que sq = 4.

Dans son merveilleux livre, publié
en 2003 et entierement consacré aux
constantes mathématiques, Steven Finch
note quelavaleurdes, estaussile nombre
de fagons d’extraire de I'écriture binaire den
une suite alternée de 1 et de 0 commen-
cant et se terminant par 1.

Prenons lexemple du nombre 17, quis'écrit
10001, en base 2. On peut extraire de cette
notation cing sous-suites alternées (enrouge)
commengant et finissantpar 1: 10001 10001
10001 10001 10001. On en déduit s, = 5.

Unautre lien extraordinaire entre la base
de numération 2 et la suite diatomique de
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Stern est celui qui permet, a partir de n écrit
en binaire, d’avoirimmédiatement s,,. Par-
tant de n, par exemple 98, on I'écrit en
base 2:1100010,. On compte le nombre
de 1 qui commencent la suite 1100010, il
yenaz2,ag =2;0ncomptele nombre de 0
qui suivent, ay = 3; puis le nombre de 1
qui suivent, a, = 1; puis le nombre de 0
qui suivent, a; = 1, puis enfin le nombre
de 1 quisuivent, a, = 0. On considére
alors la fraction:

Cette fraction permet d’affirmer que
la valeur de sgg est 9, le numérateur. En
prime, le terme suivant est le dénomina-
teur:Sqg = 16. Pour un entier n quelconque,
on écrit n sous forme binaire, et la frac-
tion associée comme précédemment : son
numérateur et son dénominateur sont les
termes derang netn + 1 dela suite diato-
mique de Stern.

On vérifie qu'il en est bien ainsi, mais,
comme on I'a déja dit, le procédé n'est pas
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seulement constaté, mais didment démon-
tré. N'est-ce pas magique ?

Nous arrivons ala plus remarquable propriété
de lasuite diatomique de Stern, qui se rapporte
a 'énumération des fractions. Les nombres
fractionnaires ou plus communément nom-
més nombres rationnels sont les quotients de
deux nombres entiers (comme 1/2, 5/1,
23/165...). En écrivant toutes les fractions
positives dans untableau a double entrée (une
pour le numérateur, 'autre pour le dénomi-
nateur) et en parcourant successivement
les diagonales montantes du tableau (sommes
du numérateur et du dénominateur égales],
on obtient une énumération des nombres
rationnels @. Elle montre qu'ils ne sont pas
<«vraiment> plus nombreux que les nombres
entiers (méme infini dénombrable].

1t 2 3 4 5 6 7
11 1/2 13 1/ /5 _1/6 ,1/7 , ..
/s /7 3/ VN AN
211" 272" 2f 2d 25 a6 27 | ..
3/1/3/2/ 3/3/ 3/4/ 3/5/ 3/6/ 3/?/
4/1/4/2/ 4/3/ 4/4/ 4/5/ 4/5/ 4/?/
5/1/5/2/ 5/3/ 5/4/ 5/5/ 5/6/ 5/?/
5/1/5/2/ 6/3/ 5/4/ 5/5/ 5/5/ 5/?/
P10 72 23 74 5 e 7 .

Lénumération commence par 1/1,2/1,
1/2,3/1,2/2,1/3, ,5/1,
4/2,3/3,2/4, 1/5, ... Dans cette liste des
fractions, du fait des simplifications pos-
sibles (2/2 = 1/1, 2/4=1/2, etc.}, certains
nombres rationnels sont répétés. Ce n'est
pas trés grave, car on peut reprendre I'énu-
mération en décidant de ne pas garder les
nombres qui se trouveront déja mention-
nés, cest-a-dire ceux qui se simplifient. Le
début de cette énumération sans répétition
devient alors: 1/1, 2/1, 1/2, 3/1, 1/3, 4/1,
3/2,2/3,1/4,5/1, 1/5,... Le résultat de ce
nettoyage estune bijection entre les entiers
positifs et les nombres rationnels positifs :
a chaque nombre entier n positif, le n-ieme
nombre de 'énumération est un nombre
rationnel simplifié (une fractionirréductible)
et il n'y a nioubli ni répétition.
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Un défaut de cette méthode de mise
en correspondance nombre a nombre, entre
les entiers et les rationnels, est qu'il est
impossible, a moins d’'un assez gros tra-
vail, de connaitre quel est le nombre ration-
nel qui vient par exemple en position
mille (et est donc associé a 1 000). Il est
encore plus difficile d’avoir une formule
générale et simple donnant le n-iéme terme
de 'énumération.

Trés étonnamment, la suite diatomique
de Stern fournit une solution a ce pro-
bléme: si on énumere les rationnels en
prenant successivement: sg/Sq, S1/55,
$/53,53/54,54/55,55/S6,56/57,57/5g,Sg/Sq,
Sg/Sqg,... Cest-a-dire: 1/1, 1/2, 2/1, 1/3,
3/2,2/3,3/1, 1/4, 4/3, ..., alors la liste
obtenue est parfaite. Il n'y a ni oublis, ni
répétitions, nifractions simplifiables ; c’est
une mise en ordre idéale de I'infinité des
nombres rationnels.

Cette fois, on peut savoir sans mal que
le n-iéme élément énuméré est s, _ /s,
rapport dont on connait rapidement la valeur
a partirdu développement binaire de n sans
passer par les précédents; voir plus haut
I'exemple du calcul de sqq.

Cette merveilleuse liste des frac-
tions incita Stern en 1858 a introduire sa
suite diatomique quidonne lieu a de jolies
représentations graphiques de 'ensemble
des nombres rationnels positifs. Partant
de I'arbre diatomique de Stern (sans sa
derniere colonne de 1], en divisant chaque
élément par le suivant, on obtient un

G 1/1
/\
1/2 2/1
/\ /\
1/3 3/2 2/3
1/4 4/3 3/5 5/2 2/5 5/3 3/4

1/5 5/4 4/7 ?/3 3/8 8/5 5/7 ?/2 2/? 7/5 5/8 8/3 3/? 7/4 4/5 5/1

tableau infini de tous les nombres ration-
nels @. Ce tableau est parfois nommé
arbre de Calting-Wilf, car Neil Calting et
Herbert Wilf 'ont étudié en 2000.

La représentation fractale de I'arbre
binaire en fait apparaitre un plus grand
nombre d’éléments @.

Plus intéressante encore, la dispo-
sition en spirale rend apparent a la fois
I’arbre et’énumération linéaire de tous
les rationnels @.

Larbre de Calting-Wilf possede une
magnifique propriété qui suffit d’ailleurs a
I'engendrer a partir de sa racine 1/1: les
deux descendants d'une fraction a/b de
larbre sont dans l'ordre a/(a + b) et (a + b)/b.
Ce procédé étonnamment simple fournit
indirectement une nouvelle méthode pour
engendrer la suite diatomique de Stern.

Une autre formule surprenante par sa
simplicité permet directement de passerd’un
élément de 'énumération magique des ration-
nels au suivant: f(x]) = 1/(1 + 2[x] —x] (ou
[x] désigne la partie entiere de x].

Autrement dit, en partant de 1/1 et en
appliquant la fonction f, on obtient d’abord
1/2, puis en I'appliquant a nouveau a ce

(G 11/18 15/11 9/13 14/9 9/14 13/9 11/15 18/11
11:/?—4/?—4/:11 9/:4_5/4_ 5I/9 9/5—4/5—4/9 11/4=7/4—7/11
18/7 4/15 13/4 5/14 14/5 4/13 15/4 7/18

4/3 1/3 1/4 4/1 3/1 3/4
/17 13/3 1/? | 11/5 5/11 | 71 3/13 17/7
?/}0—?/3—1(?/3 1/IB—1/5—EI/5 5/|5—5/1—G/|1 3/I10—3/?— 19/?
17/10 10/13 ?/6 6/11 11/6 6/7 13/10 10/17
1/2 1/1 2/1
11/19 14/11 L 16/9 916 179 11/14 19/11
11/8—3/8—3/11 9/2—7/2—7/9 9/7—2/?7—2/9 11/3—8/3—8/11
19/8 3 11/12 ?/16 16/7 2/11 3 8/19
3/5 —3/2 5/2 2/5 2/3 5/3
8/21 18/5 5/17 19/7 7/19 17/5 5/18 21/8
8/I13—8/ 5 —13!/ 5 5/I 12—5/ ?‘—12I/? ?/ :12—?/ 5—12:/ 5 5/: 13-5/8— 13:3/ 8

21/13 13/18 17/12 12/19

19/12 12/17 18/13 13/21

Pour la Science - n° 420 - Octobre 2012

3/1

4/1





