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2. LARICHESSE D’UN NOMBRE ENTIER n, notée (n), correspond a la puissance

moyenne des facteurs premiers qui le composent. Ce graphique montre 3(n) pour les entiers
compris entre 2 et 2048. Les nombres les plus riches sont les « puissances pures »
(comme 2!1), suivies de prés par les nombres « puissants » (tous les facteurs premiers
sont a la puissance 2 au moins). Le hasard semble régir cette distribution.

n’est divisible par aucun autre nombre
premier que 2, 3 et 17.

La conjecture ABC porte sur les facteurs
premiers des nombres entiers, et plus préci-
sément sur leur diversité et leur fréquence.
Un entier pris au hasard a en général peu de
facteurs premiers, bien que certains soient
présents plusieurs fois. Tout multiple de 9
contient par exemple deux fois au moins
le facteur premier 3 (car 9 = 3%). Mais il est
rare que la majorité des facteurs premiers
apparaissent de nombreuses fois dans
la décomposition. Les puissances pures,
comme 67108864 =2%, sont peu fréquentes,
de méme que les nombres « puissants »,
ou chaque facteur premier apparait avec
un exposant au moins égal a 2 (comme
dans 614810677=13%23%). Si A et B sont
deux nombres exceptionnels comportant
des puissances élevées de leurs facteurs
premiers, il faudrait que le diable s"en méle
pour que leur somme A + B = Csoit encore
un entier exceptionnel. La conjecture ABC
précise cet énoncé un peu flou.

Cette conjecture cache une particularité
de la théorie des nombres. La structure
additive des entiers naturels est particulie-
rement simple, et la structure multiplicative
n'est gueére plus compliquée. Mais les deux
structures ne cohabitent pas bien: si on
les combine, les choses se compliquent...
et deviennent intéressantes. En d’autres
termes, des propriétés de la somme A + B,
du point de vue de la structure additive,
dépendent de fagon tres réguliere de celles
de A et de B, mais du point de vue de la
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structure multiplicative, cette dépendance
semble presque aléatoire. Le grand théo-
reme de Fermat, selon lequel il n’existe
pas d’entiers non nuls a, b et ¢ vérifiant
'égalité a" + b" = " pour n > 2, mélange
ainsi addition et multiplication (sous forme
de puissances), pour un résultat d'une
redoutable complexité.

Richesse et pauvreté
chez les nombres entiers

Mais revenons a la notion de nombre excep-
tionnel. On dit qu'un entier est « riche » si
certains de ses facteurs premiers sont pré-
sents plusieurs fois dans la décomposition
(c’est-a-dire avec une puissance supérieure
ou égale a deux). Onl'«appauvrit » en sup-
primant les facteurs premiers redondants
pour ne conserver qu'un seul exemplaire
de chaque. Cette version dépouillée d'un
entier 11 est appelée son radical, noté Rad(n).
Par exemple,

Rad (324) = Rad (22:3%) =2:3=6;

Rad (424) = Rad (2°-53) = 2:53 = 106;

Rad (437) = Rad (23-19) = 23-19 = 437.

Le radical d"un nombre est toujours
inférieur ou égal a ce nombre. Les nombres
premiers et ceux qui contiennent une seule
fois chacun de leurs facteurs premiers sont
«au seuil de pauvreté » : ils sont égaux a
leur radical. A I'inverse, si chaque facteur
premier de n est muni d'un exposant élevé,
alors Rad (1) est beaucoup plus petit que 7.

Pour quantifier larichesse d'un nombre,
on lui associe sa « puissance moyenne » 3(11),

définie par I'égalité n = [Rad(n)]*™. En
passant au logarithme, on obtient une
définition explicite :
()= log(n)

log(Rad(n))

Pour les exemples précédents, on a :
5(324) = log (324)/log (6) = 3,22629.... ;
0(424) = log (424)/1og (106) = 1,29726..., et
évidemment 8(437) =log (437)/1og (437) =1.

Un petit programme suffit a calculer
rapidementla valeur moyenne 8* de & pour
unensemble de nombres. En tirant plusieurs
fois au hasard 10 000 entiers entre un et
un milliard, nous avons obtenu successi-
vement les moyennes 8* = 1,047519..., puis
0* =1,05267..., et 8* = 1,04793... Un tirage
de 100000 nombres au hasard sans limite
de taille a donné 8* = 1,049266... Cela sug-
gere qu'un nombre « moyen » ne vit que
légerement au-dessus du seuil de pauvreté.
En régle générale, on s'attend a ce que la
puissance moyenne ne dépasse pas 1,06.

Cette valeur moyenne suffit-elle a cap-
turer la diversité des nombres entiers ?
Evidemment, non. Il existe des cas isolés
qui sont loin de toute valeur moyenne. Par
exemple, dans I'intervalle allant de un a
un milliard, on trouve le nombre richis-
sime 67108864 = 2%, qui a une puissance
moyenne d = 26. Et la richesse n’est pas
bornée, puisqu'il existe des puissances de 2
avec un exposant aussi grand que I'on veut.

Cherchons le nombre le plus riche
parmi 10000 choisis au hasard dans 1'in-
tervalle précédent. Un premier essai donne
n = 692599663, avec 8(n) = 3,831201... Sa
décomposition en facteurs premiers est
1 =77-292. Une deuxiéme tentative donne
n=614810677=13%23* avec §(11) =3,55004. ..
Les nombres riches sont en général des
nombres puissants. Par définition, la puis-
sance moyenne des nombres puissants vaut
au moins deux, donc la valeur maximale
de 8 pour un grand échantillon de nombres
ne peut pas étre inférieure a 2. En général,
elle est nettement supérieure, comme le
montrent les exemples.

Nos expériences numériques montrent
en outre que les nombres puissants sont
plus fréquents que les puissances pures (du
type 2%, ce que confirment des arguments
- difficiles — de la théorie des nombres.
Plus fréquents encore sont les nombres
« presque puissants », c’est-a-dire puis-
sants a un facteur pres, petit par rapport
a ce nombre (par exemple, 5000000 est
presque puissant, car 5 est petit devant
1000000, tres puissant). Eux aussi ont une
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puissance moyenne 8 qui est bien au-des-
sus de la moyenne des entiers.

Résumons les conclusions de ces expé-
riences numériques. Le nombre moyen est
pauvre: 8(n) = 1,06. Les nombres riches,
avec 8 = 2, sont rares, bien plus encore
que les nombres premiers, mais ils sont
plus fréquents que les puissances pures
et leur richesse est en principe illimitée.

On ne peut pas dire grand-chose
d’intéressant de plus sur la richesse d'un
seul nombre. I est peu probable que deux
nombres choisis au hasard soient tous
les deux riches. Mais, en reprenant l'idée
évoquée précédemment de combiner les
structures multiplicative et additive, posons-
nous la question suivante: la somme de
deux nombres assez riches est-elle riche
elle aussi?

Mesurer |a puissance
moyenne d’un triplet

Choisissons deux entiers A et B avec la
seule restriction qu'ils soient premiers entre
eux (sans facteurs premiers en commun).
En posant C = A + B, on sattend en fait a
ce qu'au moins un des nombres A, B ou C
se comporte comme un nombre moyen.

Si A est unnombre moyen, on s"attend
a ce que A = Rad(4)"% ou, de fagon équi-
valente, log (Rad(A)) = log(A)/1,06. Sicest
vrai pour 4, B et C, alors log (Rad (A*B-C))
=log(Rad (A)) +log (Rad(B)) + log (Rad(C))
= [log(A) + log (B) + log(C))] /1,06
(comme A, Betdonc Csont premiers entre eu,
onaRad (A-B-C)=Rad(A)-Rad(B)-Rad(C)).

Or pour des nombres entiers positifs,
onaA+B=AB+1,ce qui entraine que
log (C) = log(A) + log (B). En substituant
cette inégalité dans la précédente, on
obtient log (Rad(AB-C)) = 2log(C)/1,06.
Autrement dit, on s’attend a ce que, en
moyenne, C < Rad(A-B-C)*%, ce qui peut
étre approximé par V/(Rad(A-B-C)).

Par analogie avec la puissance moyenne,
qui quantifie la richesse d'un nombre, on
introduit une mesure de la « richesse »
d’un triplet: pour des entiers naturels
A, B, C premiers entre eux qui vérifient
A+B=C,onpose:

log(c)
log(Rad(a-5-¢))
K(4, B,C) est la puissance a laquelle il faut
élever le radical de ABC pour retrouver C:
C = [Rad(A-B-C)|x42.0),

Nous avons évalué cette mesure par des

expériences numériques. En choisissant au

K(A,B,C)=

Pourla Science - n°421 - Novembre 2012

hasard 10000 triplets (4,B,A+B=C)entre 1
et 10 milliards, nous avons obtenu une valeur
moyenne k*(4,B,C) = 0,3848... C'est large-
menten dessous dela valeur 0,53 conjecturée
précédemment. En fait, 'approximation de
A + B par AB est tres grossiere.

La valeur moyenne de (4, B,C) ne livre
cependant pas beaucoup d’'informations.
Déterminer une borne supérieure serait
plus intéressant. Mais existe-t-elle ?

3. LA CONJECTURE ABC A ETE ENONCEE
en 1985 par David Masser, de I'Université de
Bale, en Suisse (en haut], et Joseph Oesterlé,
de I'Université de Paris VI (en bas].

Commengons par essayer de construire
des triplets A, B, C pour lesquels k(4, B,C)
est assez grand. Pour cela, il est utile de
prendre un nombre C riche, par exemple
l'entier 614810677 = 133-23* utilisé précé-
demment, et de1’écrire comme une somme
de deuxentiers A et B premiers entre eux. En
choisissant 10000 couples (4, B) au hasard
qui vérifient ces conditions, nous avons
obtenu k*(4,B,C) =0,70195. C'est déja bien
plus que la valeur conjecturée 0,53, et ce
pour un choix aléatoire.

Enoutre, il existe des triplets particuliers
pour lesquels k est encore plus grand. Par
exemple, k(1 365, 614 797 312, 614 810 677)
est égal a 0,864135... Comment expliquer
cela ? Les nombres A = 13365 = 3%-5-11 et
B=614797312=150097-2"2 sont assez riches,
et C=133-23*I'est davantage. De plus, A est
petit par rapporta C, ce qui en général signifie
qu'ilapeu de chances de contribuer au radi-
cal. Il est remarquable que notre exploration
aléatoire ait trouvé cette solution.

A partir d’un tel triplet de nombres
presque puissants, on peut construire une
équation pour laquelle des facteurs du
triplet sont une solution. Pour I'exemple
précédent, on peut construire I'équation
55 x° +150 097 2 =23 2%, qui a pour solu-
tionx=3,y=2etz=299 =13-23.

On peut généraliser cet exemple trouvé
par hasard : on se donne une équation de
trois variables, on cherche autant de solu-
tions que possible et]’on construit a partir
de celles-ci des triplets de nombres riches.
Voici deux types d’équations intéressantes.

D’apres un résultat élémentaire de la
théorie des nombres, l'équation x2 =317+ 1
admet un nombre infini de solutions. Le
couple (3650401, 2107 560) en est une. Si
onpose A=1,B=3y?etC=x? onobtient

_ loglg __ 2log(x)
KB ) = Rad(a5°0) ~ logRad(x37))

Comme x et 3y sont premiers entre eux
(sinon, un diviseur diviserait x>~ 3y =1),
on a Rad(x-3y) = Rad(x) Rad(3y). En
outre, log(3y) et log(x) sont presque
égaux pour x et y assez grands; par consé-
quent, si I’on suppose que ceux-ci sont
des nombres « moyens » dont la puis-
sance moyenne 8 vaut 1,06, on déduit que
k(A,B,C) = 1,06, soit k(A,B,C) = 1. Pour
les nombres cités en exemple, on trouve
k(1,13 325427 460 800, 13 325 427 460 801)
=1,06843. C'est en effet supérieur a 1, mais
pas de beaucoup.

Le deuxieme type d’équations donne
des puissances k encore plus grandes: il
s'agitde ax? + by® = cz3 ot les coefficients
a,b et c sont des entiers relatifs. Si une solu-
tion (x, y, z) comporte des termes négatifs,
on peut toujours modifier 1'équation pour
n’avoir que des termes positifs. Si tous les
mondmes de 1'équation sont positifs, on
pose A=ax’, B=by’et C =cz’.

On connait assez bien ’ensemble des
solutions de ce type d’équations : elles
appartiennent aux courbes elliptiques, des
objets tres étudiés en théorie des nombres
eten géométrie algébrique. Parfois, ce type
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