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Etre normal ? Pas si facile!

€n 1908, Emile Borel se demande s'il est possible que toutes les séquences de chiffres
soient représentées de fagon égale dans le développement décimal d’un nombre réel.
Il prouve que c’est le cas le plus fréquent... mais ne propose pas d’exemples.

Jean-Paul DELAHAYE

n 1908, le mathématicien fran-

cais Emile Borel (1871-1956)

s’'interroge sur les propriétés

particulieres que pourraient pos-
séderles décimales des nombres usuels,
comme\/Z, e ou . Il introduit la notion
de «nombre normal » dont nous verrons
plusloin la définition. Aujourd’hui, tout un
domaine de 'arithmétique s’occupe de
ces questions quiont pris de 'importance
et quiprogressentrégulierement, malgré
I'extréme difficulté du sujet.

Unemultitude d'articles etun livre récent
de Yann Bugeaud exposent ces progrés. Un
texte non publié d’Alan Turing (1912-1954])
dont nous fétons cette année le centiéme
anniversaire de la naissance résolvait la
questionde 'existence de nombres «absolu-
mentnormauxcalculables ».Saredécouverte
montre une fois encore qu'informatique et
mathématiques sontintimementliées, et
illustre le génie de Turing.

Le nombre 13/50 s’écrit 0,26. C’'estun
nombre dont le développement décimal est
fini.Unautreexempleest 721/250=2,884.
Tout quotient de deux entiers n/m avecm
de la forme 2/ x 5/ est de la méme fagon
un nombre a I'écriture décimale finie.
Inversement, tout nombre qui posséde
un développement décimal fini est de ce
type. Il faut le savoir, mais, bien sdr, ce ne
sont pas ces nombres décimaux qui nous
inquiéteront !

Les nombres 8/15 =0,533333333...
(la suite de 3 est illimitée] et 149/7 =
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21,285714285714...(laséquence 285714
serépeteindéfiniment] sontditsultimement
périodiques : a partir d’'un certain endroit,
leur développement décimal se répéte
périodiquement, et celajusqu’alinfini.On
montre que tout nombre rationnel, c’est-a-
dire quotient de deux entiers, possede un
développement décimal fini ou ultimement
périodique, et qu’al'inverse, aucun nombre
irrationnel (ne pouvant s’écrire comme quo-
tient de deux entiers; c’estle cas de \/2, e
our) ne posséde un développement décimal
fini ou ultimement périodique.
Lesdécimalesdes nombres\/Z,eou’n
semblent parailleursindiscernables de ce
que donneraient des tirages au hasard de
chiffres entre 0 et 9. Borel, pour exprimer
cetteidée,aintroduitle conceptde nombre
simplement normal en base 10. Par défini-
tion, c’estun nombre tel que |a proportion
des 0 parmilesn premiéres décimales tend
vers 1/10 quandn tend versl'infini,de méme
pourles 1,les 2, ..., les 9. Un nombre nor-
mal en base 10 est un nombre dont toute
séquence fixée de k chiffres apparaitavec
la fréquence limite 1/10% : ainsi, 1789 y
apparaitavecunefréquencelimite 1/10000;
12345 yapparaitavecune fréquence limite
1/100000. Ces définitions s’étendent aux
bases de numération autres que 10.
Dansles décimales d’'un nombre normal
en base 10, on rencontre bien sdr toutes
les séquences finies de chiffres, donc en
particulierlaséquence donnant votre numéro
de sécurité sociale, ou celle, plus longue,

codanten 10 niveauxde gris votre portrait
sous la forme d’une image carrée d’'un mil-
lion (= 1000 x 1 000) de pixels, ou encore
I'histoire de votre vie sans utiliser lalettree.

Est-il possible d’étre
absolument normal?

Un nombre normal en toute base de nu-
mération b supérieure ou égale a 2 est dit
absolument normal. Cette propriété est
une propriété forte de bon mélange des
chiffres. Pour un nombre réel x donné,
elle signifie que, quelle que soit la base
de numération b que vous choisirez pour
I'écrire, en recherchant une séquence de
k chiffrestrés loindans ce développement,
vous aurez autant de chances de la trouver
que n'importe laquelle des séquences de
méme longueur: 341seraaussifréquente
que 777 ou 987 dansle développementen
base 10 d’'un nombre absolumentnormal.En
base 2,laséquence 01010101 seraaussi
fréquente que 00001111.

Ce nest pas tout de définir une notion,
encore faut-il étre certain que la défini-
tion désigne quelque chose : existe-il des
nombres : (1) simplement normaux en
base b, (2] normaux en base b, (3] abso-
lument normaux? La réponse est facile
pour « simplement normal en base 10 »,
car le nombre 123456789/9999999999
=0,0123457890123456789... convient,
etily a des nombres du méme type dans
toute base.
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Pour les deux autres notions, c’est
moins simple, mais Borel a démontré que
I'ensemble des nombres qui ne sont pas
absolument normauxs’enferme dans une
famille Jop bogrecn gy d’intervalles dont lalon-
gueurtotale est aussi petite que I'on veut.
Ditautrement,iladémontré que lensemble
des nombres quine sont pas absolument
normaux constitue un sous-ensemble de
mesure nulle (ouensemble « négligeable »
de 'ensemble des nombres réels].

L'une desconséquences de ce formidable
etsurprenant théoréme est qu'il existe des
nombres normaux en base b quel que soit
bsupérieurouégala2etqu'ils sontenquan-
tité infinie non dénombrable (il y en a plus
que des nombres entiers). llenva de méme
pourles nombres absolument normaux. Non
seulementilyena, maisils sontmajoritaires :
enpointantau hasard unnombre réel entre 0
et 1,ontombe, saufcas infiniment rare, sur
un nombre absolument normal.

Cesticique les ennuis commencent !

La démonstration de Borel qu'il existe des
nombres absolument normaux n’indique
pas comment en obtenir explicitement. En
théorie,ces nombres sont partout présents
(ceuxquinele sont pas formentun ensemble
négligeable), mais la recherche d’un seul
nombre dont on puisse prouver qu'il est
normal en base b, ou mieux absolument
normal, est un défi difficile.

1.

~ mile Borelintroduiten 19081ano-

tion de nombre absolument nor-
mal (la fréquence d'apparition d'une
séquence de k chiffres dans le dé-
veloppement en base b est 1/b%). Il
prouve |'existence de tels nombres,
et méme qu'ils sont majoritaires. Il
est cependant lucide sur le malaise
crééparcesnombres partoutprésents,
maisintrouvablesenpratique.ll écrit:

«Laprobabilitépourqu'unnombre
soitabsolumentnormalest[...]égale
a l'unité. Dans I'état actuel de la
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Lenombre de Champernowne estobtenu
en mettant bout a bout I'écriture décimale
de tous les entiers : 0,12345678910111
21314151617181920...Cestun nombre
simple —nous I'avons définien deuxlignes —
et pourtant il est normal en base 10. Bien
sdr, il existe des nombres équivalents dans
toutesles bases de numération. David Cham-
pernowne, qui fut professeur de statistique
etd’économie al'Université d’Oxford, était
unamid’Alan Turing. En 1933, ildémontra
que sonnombre étaitnormalenbase 10 et
I'on peut penser que cette trouvaille incita
Turinga s’intéresser luiaussiauxnombres
«mélangés » introduits par Borel.

Si'on met bout a bout I'écriture déci-
male des nombres premiers, ce qui donne
0,23571113171923...,onobtientanouveau
unnombre normal en base 10. Ce résultat,
obtenu en 1946, est dd conjointement a
Arthur Copeland et a Paul Erdés, le mathé-
maticien prolixe quia publi¢ 1 525 articles
mathématiques durantsalongue carriere.

D’autres familles de nombres normaux
(dans une base fixée) ont été proposées
depuis, dont le nombre de Stoneham Q, 5
introduiten 1973 quiestnormalenbase 2:

e

23 = ZW

k=1

Nous yreviendrons. Les constructions
du nombre de Champernowne et de ses
variantes, etles quelques autres nombres
normaux dans une base fixée connue ne
résolvent cependant que le probléme

des nombres normaux en base b, pour un
b unique dans chaque cas. Rien ne dit que
le nombre de Champernowne, normal en
base 10, soitnormalenbase 11,90u?2.Les
calculs par ordinateur nous conduisent a
penser que c’est le cas, mais nuln’asule
démontrer jusqu’ici. Comment trouver un
nombre absolument normal ?

La théorie algorithmique de 'information
semble proposer une solution élégante a
cette énigme.

La taille du plus petit programme qui
engendre lesn premiers chiffres d'un nombre
réelestlacomplexité de Kolmogorov de ces
n chiffres. Sielle vaut toujours a peu présn
quand n tend vers l'infini, on dit que l'on a
affaire aunnombre aléatoire au sens de Mar-
tin-Lof (voir l'article du mois de mars 2012
de cette rubrique]. Or un nombre aléatoire
danscesensestabsolumentnormal,comme
I'ont démontré Cristian Calude et Helmut
Jurgensen en 2002.

Untelrésultat ne donneraitrien de plus
que I'affirmation de Borel que les nombres
absolument normaux sont partout, si on
ne pouvait pas trouver de nombres réels
aléatoires bien identifiés. C'est la que le
nombre () [oméga) de Gregory Chaitin
intervient. Ce nombre est la probabi-
lité qu’'une machine universelle de Turing
s’arréte quand on luidonne un programme
écrit en binaire dont les bits sont tirés au

xistence de nombres absolument normaux, sans exemples

science, la détermination effective
d'unnombreabsolumentnormalpa-
raitun probléme des plus difficiles:il
seraitintéressant, soitdelerésoudre
en construisant un nombre absolu-
ment normal, ou en montrant qu‘un
nombreirrationnel connuestabsolu-
mentnormal, soitde démontrer que,
parmilesnombrespouvantétreréel-
lement définis, aucun n'est absolu-
ment normal ; si paradoxal que pa-
raisse cet énoncé, il n'est nullement
incompatible avec le fait que la pro-

babilité pourqu'unnombresoitabso-
lument normal est égale a I'unité. »
Aujourd’hui, malgré des avancées
significatives, bien des mystéres sub-
sistent sur ces nombres quasi para-
doxaux.Safemme, Camille Marbo, re-
late dans son livre de souvenirs que,
découragé de ne pas avoir trouvé un
seulexemple denombre normal dans
touteslesbases denumération, Borel
abandonna les « hautes mathéma-
tiques » pour s'intéresser aux proba-
bilités et a la théorie des jeux.
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