Pour les deux autres notions, c’est
moins simple, mais Borel a démontré que
I'ensemble des nombres qui ne sont pas
absolument normauxs’enferme dansune
famille |1' IZ,..., In,... d’intervalles dont lalon-
gueurtotale est aussi petite que I'on veut.
Ditautrement,iladémontré que lensemble
des nombres quine sont pas absolument
normaux constitue un sous-ensemble de
mesure nulle (ouensemble « négligeable »
de 'ensemble des nombres réels].

L'une desconséquences de ce formidable
etsurprenant théoréme est qu'il existe des
nombres normaux en base b quel que soit
b supérieurou égala 2 et qu'ils sonten quan-
tité infinie non dénombrable (il y en a plus
que des nombres entiers). llenva de méme
pourles nombres absolument normaux. Non
seulementilyena, maisils sontmajoritaires :
enpointantau hasard unnombre réelentre 0
et 1,ontombe, saufcasinfiniment rare, sur
un nombre absolument normal.

Cesticique les ennuis commencent !

Omniprésents,
mais introuvables

La démonstration de Borel qu'il existe des
nombres absolument normaux n’indique
pas comment en obtenir explicitement. En
théorie,ces nombres sont partout présents
(ceuxquinele sont pas formentun ensemble
négligeable), mais la recherche d’un seul
nombre dont on puisse prouver qu'il est
normal en base b, ou mieux absolument
normal, est un défi difficile.
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Lenombre de Champernowne estobtenu
en mettant bout a bout I'écriture décimale
de tous les entiers : 0,12345678910111
21314151617181920...Cestun nombre
simple —nous 'avons définien deuxlignes —
et pourtant il est normal en base 10. Bien
sOr, il existe des nombres équivalents dans
toutes les bases de numération. David Cham-
pernowne, qui fut professeur de statistique
etd’économie al'Université d’Oxford, était
unamid’Alan Turing. En 1933, ildémontra
que sonnombre étaitnormalenbase 10 et
I'on peut penser que cette trouvaille incita
Turinga s’intéresser lui aussiaux nombres
«mélangés » introduits par Borel.

SiPon met bout a bout I'écriture déci-
male des nombres premiers, ce quidonne
0,23571113171923...,onobtientanouveau
unnombre normalenbase 10. Ce résultat,
obtenu en 1946, est dd conjointement a
Arthur Copeland et a Paul Erdés, le mathé-
maticien prolixe quia publi¢ 1 525 articles
mathématiques durantsalongue carriére.

D’autres familles de nombres normaux
(dans une base fixée] ont été proposées
depuis, dontle nombre de Stoneham Q, 5
introduiten 1973 quiestnormalenbase 2:
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Nous yreviendrons. Les constructions
du nombre de Champernowne et de ses
variantes, etles quelques autres nombres
normaux dans une base fixée connue ne
résolvent cependant que le probléme

des nombres normaux en base b, pour un
b unique dans chaque cas. Rien ne dit que
le nombre de Champernowne, normal en
base 10, soitnormalenbase 11,90u?2.Les
calculs par ordinateur nous conduisent a
penser que c’est le cas, mais nulnasule
démontrer jusqu’ici. Comment trouver un
nombre absolument normal ?

Algorithmiquement
complexe, donc normal

La théorie algorithmique de 'information
semble proposer une solution élégante a
cette énigme.

La taille du plus petit programme qui
engendrelesn premiers chiffres d'un nombre
réelestlacomplexité de Kolmogorov de ces
n chiffres. Sielle vaut toujours a peu présn
quand n tend vers l'infini, on dit que 'on a
affaire aun nombre aléatoire au sens de Mar-
tin-L6f (voirl'article du mois de mars 2012
de cette rubrique). Orun nombre aléatoire
danscesensestabsolumentnormal,comme
I'ont démontré Cristian Calude et Helmut
Jurgensen en 2002.

Untelrésultat ne donneraitrien de plus
que I'affirmation de Borel que les nombres
absolument normaux sont partout, si on
ne pouvait pas trouver de nombres réels
aléatoires bien identifiés. C'est la que le
nombre () (oméga) de Gregory Chaitin
intervient. Ce nombre est la probabi-
lité qu'une machine universelle de Turing
s’arréte quand on luidonne un programme
écrit en binaire dont les bits sont tirés au

1. L’'existence de nombres absolument normaux, sans exemples
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tion de nombre absolument nor-
mal (la fréquence d'apparition d'une
séquence de k chiffres dans le dé-
veloppement en base b est 1/b%). Il
prouve |'existence de tels nombres,
et méme qu'ils sont majoritaires. Il
est cependant lucide sur le malaise
crééparcesnombres partoutprésents,
maisintrouvablesenpratique.ll écrit:

«Laprobabilitépourqu'unnombre
soitabsolumentnormalest|...]égale
a l'unité. Dans I'état actuel de la

science, la détermination effective
d'unnombreabsolumentnormalpa-
raitun probleéme des plus difficiles :il
seraitintéressant, soitdelerésoudre
en construisant un nombre absolu-
ment normal, ou en montrant qu‘un
nombreirrationnel connuestabsolu-
mentnormal, soitde démontrer que,
parmilesnombrespouvantétreréel-
lement définis, aucun n’est absolu-
ment normal ; si paradoxal que pa-
raisse cet énoncé, il n'est nullement
incompatible avec le fait que la pro-

babilité pourqu'unnombresoitabso-
lument normal est égale a I'unité. »
Aujourd’hui, malgré des avancées
significatives, bien des mystéres sub-
sistent sur ces nombres quasi para-
doxaux.Safemme, CamilleMarbo, re-
late dans son livre de souvenirs que,
découragé de ne pas avoir trouvé un
seulexemple denombre normal dans
touteslesbasesdenumération, Borel
abandonna les « hautes mathéma-
tiques » pour s'intéresser aux proba-
bilités et a la théorie des jeux.
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