formulée, elle n’en donne pas un moyen
de calcul explicite. Bien que plus tech-
niques et moins élégantes que la preuve
parle biais de la théorie de la complexité
(plus tardive), les preuves de Lebesgue
et Sierpinski semblent étre de la méme
nature: elles désignent de fagon théorique
desnombres dontil est prouvé qu’ils sont
absolument normaux, mais dont le calcul
des décimales n’est pas effectué et n’est
peut-étre pas possible. Nous allons voir
cependant que ces démonstrations tech-
niques possédentun avantage sur celle
de la théorie de la complexité.

Dans les motivations que Lebesgue
donne au début de son travail, apparait
la question de I'axiome du choix, qui pré-
occupait les mathématiciens du début du
XX®siécle. L'axiome duchoixaffirme quatoute
famille (A] d'ensembles non vides estassocié
aumoinsunensemble Cayantexactementun
élémentcommun avec chaque A, Lebesgue
exprime sa conviction que pourles définitions
« qui ne sont pas illusoires, il est possible
d’'apporter des précisions quiconduisentala
définition d'un des ensembles [ounombres]
dont on démontre I'existence ». Or on sait
aujourd’hui que certaines démonstrations
d’existence ne peuvent pas étre rendues
constructives et seraientdonc considérées
illusoires par Lebesgue.

Paradoxalement, telestjustementlecas
pourles ensembles non mesurables «au
sensde Lebesgue » ! Lesensembles mesu-
rables sont ceux constitués de nombres
réels auxquels on peut attribuer une lon-
gueur, etdansle cas duplan, ceuxauxquels
on peut attribuer une aire. L’axiome du
choix permet de prouver qu'il existe des
ensembles non mesurables (nayantdonc
pas de longueur, ou d’aire], mais ne per-
metd’endéfiniraucun.Oren 1970, Robert
Solovay a démontré qu’on pouvait, sans
introduire de contradiction, ajouter a la
théorie des ensembles habituelle 'axiome
« tout ensemble est mesurable au sens
de Lebesgue ». Cela signifie qu’aucune
définition précise d'un ensemble non
mesurable n’est possible dans le cadre
delathéorie des ensembles sans'axiome
du choix. La démonstration classique de
I'existence d’ensembles non mesurables
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3. Les nombres normaux sont majoritaires

oreladémontré quelesnom-

bres quinesontpasnormaux
en base 10 sont en quantité né-
gligeable:enprenantunnombre
réel au hasard entre 0 et 1, on
tombera, sauf cas exceptionnel-
lement rare, sur un nombre nor-
mal enbase 10 (et méme normal
en toute base de numération).

C'est assez choquant, car on
n‘arrive méme pas a démontrer
que les nombres usuels comme
m, e, log(2), V2, etc., sont nor-
maux en base 10. Voici une fa-
conde présenterle probléme qui
n'estpas une preuve rigoureuse,
mais quiaide asaisir|'étonnante
affirmation de Borel.

Tirer au hasard un nombre
réel entre 0 et 1 revient a tirer
au hasard une suite infinie de
0,1,2, .. 9 avec un dé équi-
table, par exemple un icosaedre
ol chaque chiffre apparait sur

deux faces. Or quand on méne
une telle suite de tirages équi-
tables, chaque séquence de lon-
gueurk, parexemplelaséquence
1789 de longueur 4, a la pro-
babilité 1/10% d'étre obtenue a

chaque instant (1789 apparait
enmoyenneunefoissur10000).

C'est une conséquence de la
loi des grands nombres, car les
événementssontindépendantset
chaque chiffre se présente avec
une probabilité 1/10. Pour une
séquence fixée de longueur k,

la probabilité pour que la fré-
quence limitesoit 1/10%estdonc
de 100 %. Comme une réunion
dénombrable d'ensembles né-
gligeablesestaussinégligeable,
la probabilité qu‘une suite in-
finie de tirages ne donne pas
la fréquence limite 1/10% pour
une séquence de longueur k est
nulle. Autrement dit, un nombre
réel pris au hasard entre 0 et 1
a toutes les chances d'étre nor-
mal en base 10. La conclusion
s'étend a la propriété d'étre ab-
solument normal (normal dans
toute base), car il y a une infini-
té dénombrable de bases de nu-
mération possibles (I'ensemble
NN(b) desnombresnonnormaux
en base b est négligeable, donc
laréuniondetous les NN(b) aus-
si;son complémentaire est!’en-
sembledesnombresabsolument
normaux).

estirrémédiablement non constructive :
elle s’appuie sur I'axiome du choix, mais
pire, sans lui, elle est impossible !

En quéte d'un algorithme

Arrivés a ce point et conscients, grace a
la logique mathématique, de l'inconfort
de la situation concernant les nombres
absolument normaux, notre probléme se
résume alors ainsi:

— La preuve d’existence de Borel est
non constructive, mais ne I'est pas aussi
gravement que celle des ensembles non
mesurables, car les reformulations de
Lebesgue et de Sierpinski ainsi que les
approches par la théorie de la complexité
donnentdes définitions précises de nombres
absolument normaux.

— Cependant, la logique nous a aussi
appris qu’étre bien définin'implique pas étre
calculable. Reste donc la question, passée
soussilence par Lebesgue et Sierpinskifaute
d’'idées assez claires sur le sujet, et deve-
nue parfaitement mathématique grace a
Turing quiintroduisit le concept de fonction

calculable et de nombre réel calculable :
existe-t-ildes nombres absolument normaux
et calculables ?

Celui grace a quila question de I'exis-
tenceapris une forme algorithmique claire
et mathématique est aussi celui qui la
résout positivement pour les nombres
absolumentnormauxdans sonarticle non
publié de 1934. Turing refait en quelque
sorte le travail de Sierpinski et Lebesgue,
mais il cherche a aller plus loin et veille
a définir un nombre absolument normal
accompagné d’un algorithme de calcul.
Malheureusement, ce qu'on aretrouvé de
I'article de Turing ne va pas tout a fait au
bout et reste incomplet sur un point qui
ne sera définitivement éclairci qu'en 2002
parVerénica Becheret Santiago Figueira.
Enfinrendue parfaitement constructive et
calculable, ladémonstration d’existence
desnombres absolument normauxde Borel
est-elle pour autant définitive ?

Non, la satisfaction éprouvée parce suc-
césrécent estatténuée pardeuxremarques
quisuggerent qu'il reste encore du travail a
faire etque lesmathématiciens, les logiciens
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