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R e g a r d s

la normalité de log (2), elle résiste pour l’ins-
tant, et l’on ne peut donc pas affirmer que 
log (2) est normal. Une condition du même 
type existe pour p. Bien qu’un peu plus com-
plexe, elle donne l’espoir qu’on s’approche 
d’une preuve que p est normal en base 2.

Et les nombres absolument non nor-
maux ? Puisqu’on n’arrive pas à expliciter 
un nombre absolument normal, peut-on au 
moins en expliciter un qui soit absolument 
non normal (c’est-à-dire qui ne soit normal 
dans aucune base b, pour b supérieur ou 
égal à 2) ? Cette fois, la réponse est oui : 
Greg Martin, à l’Université de Toronto, a 
réussi en 2001 à mener une telle construc-
tion pour un nombre irrationnel et calculable 
de manière effective. Le nombre noté ici a 
possède une définition courte : 

 Son développement décimal est :
0,656249999995699999...999999985284
04201690728... (avec 23 747 291 559 fois 
le 9 après 9956).

Normalité mixte...
Des progrès viennent aussi d’être réalisés 
concernant les nombres normaux dans cer-
taines bases et pas dans d’autres.

Deux entiers a et b sont dits multi-
plicativement dépendants s’il existe des 
puissances de a et de b égales (am = bn). 
Quand c’est le cas, on montre qu’un nombre 
normal en base a l’est aussi en base b. En 
particulier, « être normal en base 1 000 » 
est donc équivalent à « être normal en 
base 10, 100, ou 100 000 ». On ne sait 
écrire explicitement les décimales d’aucun 
nombre qui soit normal en deux bases de 
numération indépendantes. Bien sûr, si 
l’algorithme pour calculer le nombre de 
Turing-Becher-Figueira est perfectionné 
et mis en œuvre, il donnera un tel nombre.

Depuis 1959, on sait cependant, grâce 
aux travaux du mathématicien anglais John 
Cassel, que si a et b sont indépendants, alors 
il existe des nombres normaux en base a 
qui ne le sont pas en base b. Un résultat 

bien plus général de Wolfgang Schmidt 
(1962) indique même que si A et B sont 
deux ensembles d’entiers supérieurs ou 
égaux à 2, tels que les nombres dépendants 
ne soient jamais séparés (quand a et b sont 
dépendants, ils sont tous deux dans A, ou 
tous deux dans B), alors il existe un nombre x 
qui est normal dans toute base a de A, et 
non normal dans toute base b de B. Ces 
nombres x sont cependant du même type 
que ceux de Borel : on sait qu’ils existent 
sans qu’on puisse les définir simplement, 
ni bien sûr les calculer.

En 2012, on a toutefois réussi à exhiber 
des nombres calculables dont on a montré 
qu’ils étaient normaux en base 2 et non nor-
maux en base 6 (2 et 6 sont indépendants). 
Bien que minuscule en apparence, il s’agit là 
d’un progrès remarquable, d’autant que cette 
fois les nombres en question se calculent 
pour de vrai ! Le nombre de Stoneham dont 
nous redonnons la définition : 

est normal en base 2 et non normal en base 6. 
Un autre progrès récent (2007)est le théo-
rème de Boris Adamczewski, de l’Université 
Lyon 1, et Yann Bugeaud, de l’Université de 
Strasbourg (voir l’encadré 4).

Ainsi, le monde mathématique est 
étrange ; on peut y formuler des questions 
très simples et très naturelles (toutes celles 
concernant les nombres normaux le sont) et 
buter dessus longuement : c’est par exemple 
le cas pour la question « p est-il normal en 
base 10 ? ». On peut démontrer que des objets 
existent sans que l’on puisse en exhiber un 
seul. C’est le cas des ensembles non mesu-
rables au sens de Lebesgue. On peut aussi 
définir parfaitement un objet et être incapable 
d’en connaître le détail, soit parce qu’il est 
incalculable (comme les nombres absolu-
ment normaux du type V), soit parce que 
l’algorithme qui le construit est si inefficace 
qu’on n’en tire concrètement rien (comme le 
nombre absolument normal de Turing-Becher-
Figueira). Pourtant, dans ce labyrinthe de 
quasi-paradoxes, les chercheurs réussissent 
à se frayer un chemin et avancent à petits 
pas... sans jamais renoncer. n 
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