physique forme aujourd’hui, pour 1’es-
sentiel, un ensemble parfaitement harmo-
nieux, un ensemble pratiquement achevé.
IIn’y a plus rien de nouveau a découvrir.
Tout ce qui reste a faire, ce sont des mesu-
res de plus en plus précises ».

Hilbert ne pensait nullement que les
mathématiques étaient achevées puisqu'il
proposa, en 1900, une liste de 23 grands pro-
blemes ouverts. Il travailla aussi sur un pro-
gramme visanta développer une théorie de
la démonstration, afin de donner des fon-
dements solides aux mathématiques. Selon
lui, toute vérité mathématique devait pou-
voir étre démontrée, et cela d 'une fagon qui
ne laisse aucun doute quant a la validité
de la démonstration.

| s A 5

s
1. KURT GODEL (1906-1978), mathé-
maticien autrichien qui prit la nationa-
lité américaine, a énoncé et démontré
en 1931 deux théorémes d’incomplé-
tude. lls indiquent que toute mathéma-
tique suffisamment riche pour contenir
I'arithmétique contient des énoncés

indécidables, et que la non-contradic-
tion du systeme est I'un d’eux.

G. Guerreiro

Eliminer le doute

en mathématiques

S’opposant a du Bois-Reymond, Hilbert
déclara: «Enmathématiques, il ne doit pas
y avoir d'ignorabimus.» On retrouve ces pro-
jets dans le courant de pensée des empi-
ristes logiques du cercle de Vienne, un
groupe de philosophes des années 1920

L’AXIOME DU CHOIX

L "axiome du choix stipule qu’en présence de plusieurs ensembles non vides, il
est possible de choisir un élément de chaque ensemble pour former un nouvel
ensemble. Plus formellement, pour toute famille d’ensembles, il existe une fonction
de choix qui associe a chaque ensemble un de ses éléments. Cet axiome est trivial
et n'est pas nécessaire pour les ensembles finis. En revanche, il est utile pour des
démonstrations mettant en jeu des ensembles infinis. Laxiome du choix est souvent
ajouté a I'axiomatique de Zermelo-Fraenkel en théorie des ensembles. Il était d’ail-
leurs implicitement utilisé jusqu’a la fin du XIX® siécle, avant d’étre rigoureusement
formalisé par Ernst Zermelo.

Cependant, cet axiome est controversé. Les mathématiciens intuitionnistes pré-
férent ne pas l'utiliser. En effet, I'axiome du choix assure I'existence de certains
objets, mais n’en donne pas une méthode de construction, ce qui est peu satisfai-
sant du point de vue des intuitionnistes.
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qui pensaient que le savoir pouvait étre
assis sur des fondations solides.

Selon cette école de pensée, il devrait
étre possible de construire le savoir de pro-
che en proche, en s’assurant par vérifica-
tion, a chaque étape de sa construction, que
les théories élaborées sont vraies. L'édi-
fice total ainsi constitué serait une des-
cription adéquate de la réalité, non
seulement dans ses manifestations empi-
riques, mais aussi dans sa structure pro-
fonde. Par cette méthode, il ny aurait pas
le moindre doute sur la véracité des énon-
cés. Ainsi, la science serait capable de pré-
voir qualitativement et quantitativement
les événements futurs avec une précision
arbitraire et sur une durée infinie.

La science du XX¢ siecle a rapidement
détruit ces espoirs. Comme nous l'avons
vu, Godel a mis fin au programme de Hil-
bert a travers la démonstration de ses
célebres théoremes d'incomplétude. Ces
derniers prouvaient que, dans tout cadre
mathématique, il existe des énoncés qui
sont vrais, mais qu'il estimpossible de prou-
ver dans ce cadre.

Par ailleurs, la physique du XIX®siecle,
constituée essentiellement de la mécani-
que newtonienne, de la thermodynamique
et de I'électromagnétisme, a donné nais-
sance a deux révolutions majeures, la théo-
rie de la relativité et la théorie quantique.
Ces édifices, auxquels il convient d’ajou-
ter la physique des systémes non linéai-
res quis’est beaucoup développée dans les
années 1970-1990, ont porté un coup fatal
aux espoirs de Kelvin.

La science construit
ses propres limites

L'idée de tout expliquer n’est aujourd 'hui
plus tenable en raison de la mise en évi-
dence, par la science elle-méme, de limites
infranchissables a son propre discours. Il
est commode de classer ces limites en qua-
tre catégories que nous développerons dans
la suite. Les limites constructives sont rela-
tives a 1'impossibilité de construire un dis-
cours scientifique qui échappe a tout doute
et qui repose sur des fondements stirs. Les
limites prédictives montrent 1'impossibilité
de prévoir certains phénomenes avec une
précision arbitraire sur une échelle de temps
indéterminée. Onretrouve ce type de limite
en physique, par exemple dans la théorie
du chaos. Les limites cognitives concer-
nent l’existence de domaines qui reste-
ront hors de portée du savoir. De telles
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limites apparaissent en mathématiques dans
l'étude de nombres parfaitement définis,
mais qui ne sont pas calculables — des
nombres dont on ne peut déterminer, au
mieux, qu'un nombre fini de décimales.
Enfin, les limites onfologigues éliminent quel-
ques entités conceptuelles en montrant leur
inconsistance ou en les situant en dehors
du champ d’appréhension du discours
scientifique. C'est le cas en mécanique quan-
tiqueaveclerdle privilégié del observateur
ou, en mathématiques, avec la question de
Iexistence ou non de certains objets.

Ces limites se distinguent de celles résul-
tant d’obstacles pratiques. Ces derniers sont
par exemple liés a des données trop nom-
breuses pour étre traitées, ou, au contraire,
a leur insuffisance; ils peuvent aussi étre
liés a des temps de calcul qui seraient beau-
coup trop longs. Ces limites peuvent étre
repoussées (mais probablement pas abo-
lies) par I'amélioration des techniques de
mesure et de calcul, ou la collecte de nou-
velles données. Les limites dont on traitera
ici sont d"un autre type: elles sont intime-
ment liées a la nature et a la construction
des théories mathématiques et physiques,
etelles ne pourront pas étre repoussées par
un progres technique.

Des difficultés liées
aux ensembles infinis

Les mathématiques sont par essence la dis-
cipline scientifique dont on attend le plus
de certitude. Bien que non empiriques, elles
ne sont censées dire que des choses vraies
et doivent permettre de démontrer tout
ce qui est vrai. C’était, en tout cas, le veeu
de Hilbert et son refus de tout ignorabi-
mus en mathématiques. Son programme
visaita donner a ce champ scientifique une
théorie de la démonstration qui ne laisse
subsister aucun doute quant a la validité
d’une preuve. Cette volonté était motivée
par des débats animés parmi les mathé-
maticiens de la fin du XIx¢ siecle et le début
duXX¢, qui portaient sur certaines démons-
trations acceptées par les uns et rejetées
par d’autres. Il était notamment question
de I’axiome du choix, formalisé par le
mathématicien allemand Ernst Zermelo,
et sur lequel reposaient de nombreuses
démonstrations (voir I'encadré page46).
Les sujets disputés étaient souvent des
résultats faisant appel a des quantités ou
des ensembles infinis. Pour éviter ce
type de controverses, le programme de
Hilbert visait a construire les mathéma-
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e nombre () de Chaitin est

défini comme la probabilité
qu'une machine de Turing, exé-
cutant un programme tiré au
hasard, s'arréte en un temps
fini. Un programme aléatoire
s'exprime comme une suite bi-
naire de 0 etde 1 oli chaque bit
est tiré au hasard. Le pro-
gramme doit étre autodélimité,
c'est-a-dire contenir un signal
de fin de programme, telle une
séquence de bits, par exem-
ple 1111. Il est possible d'esti-
mer () en répétant plusieurs fois
le tirage aléatoire de program-

mes. Mais ) n’est accessible
que théoriquement, car il fau-
drait pouvoir tirer indéfiniment
des programmes. De surcroit,
il n'est pas possible de savoir
si un programme aléatoire ne
s'arréte jamais (c’est un pro-
bléme indécidable). En prati-
que, on décide d'un temps
d'exécution au-dela duquel on
considére que le programme ne
s'arréte pas.

Le nombre ) est une pro-
babilité; il est donc compris en-
tre0 et1, et peut étre écrit en
une suite binaire infinie de la

Le nombre () de Gregory Chaitin

forme 0,a4a;...a,,... Il est aussi
non calculable par un algorithme
et ses chiffres, sauf un nombre
fini d'entre eux, sont indécida-
bles dans le sens suivant. Un sys-
teme formel raisonnable peut
déterminer des chiffres de Q,
c'est-a-dire démontrer certains
énoncés du type «a; = 1» ou
«a;= 0», mais un systéme rai-
sonnable ne peut démontrer
qu’un nombre fini d'énoncés
de ce genre. Pour la plupart des
chiffres a; de (), le systéme ne
peut prouver ni un énoncé ni son
contraire.
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tiques sur une théorie de la preuve dite
«finitiste » en ce sens qu’elle évitait le
recours a tout infini considéré dans sa glo-
balité. Hilbert espérait montrer que dans
un tel édifice, toute vérité mathématique
aurait été démontrable et cela d'une facon
convaincante pour tous les mathémati-
ciens. Cependant, en publiant ses théo-
remes d'incomplétude en 1931, Godel
montra que cet espoir était vain.

Le premier théoréme montre que dans
tout systeme formel — un ensemble d’ob-
jets associé a un nombre fini d’axiomes et
de régles de manipulation de symboles —
contenant]'arithmétique, il existe des pro-
positions vraies qu’on ne peut ni prouver
ni réfuter. On les nomme des indécidables.
Le second théoreme énonce que la non-
contradiction du systeme - cest-a-dire que
celui-ci ne conduit pas a la fois & une
affirmation et a son contraire — est elle-
méme une proposition indécidable.

Cela signifie qu'il faut renoncer a l'es-
poir de prouver toute proposition vraie
d’un systeme formel. Tout systéme formel
contiendra des propositions qui, bien que
vraies, ne pourrontjamais étre démontrées.
De plus, cela montre qu'il est impossible
de démontrer qu’un systeme formel n’est
pas contradictoire en s’appuyant sur des
démonstrations ne sortant pas du cadre de
ce systéme. On ne peut donc jamais étre
stir que le systeme formel utilisé n’est pas
contradictoire, sauf a tenter de le prouver
en s’appuyant sur un systeme formel
plus large; mais dans ce cas, c’est la non-
contradiction du systeme élargi qui est, a
son tour, mise en question.

Ces théoremes établissent une limite
constructive: il estimpossible de construire
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