nceuds de toutes les fagons possibles (ily
enanm).OnnoteK _ce graphe et, bien sdr,
. . nm -
on aimerait connaitre le nombre minimum
decroisementsdeK .Cestacegrapheet
aucalculdecr(K_ ] quelemathématicien
hongrois Paul Turan s’intéressa dans son
camp de travail en 1944.
Voici quelques valeursdecr(K ],en
fonctionden etdem, connues aujourd’hui:

n
I 4 5 6 7
3| 3 2 4 6 9
4| 2 4 8 12 | 18
5 4 8 16 | 24 | 36
6| 6 12 | 24| 36 | 54

En 1952, une solution générale au
probléme que Turdn avait fait connaitre
autour de lui fut proposée par Kazimierz
Urbanik et Kazimierz Zarankiewicz. lls pré-
tendaient prouver que cr(K ] est égal
[n72]l(n—1)72]Im/2][(m—1)/2]. Treize ans
apres,ons’apergut que le résultat était faux.
Des preuvesinitiales, seule reste I'inégalité
selonlaquellecr(K Jestinférieurouégal
al'expression ci-dessus. Sinuln'aréussia
prouver que I'égalité est vraie, aujourd’hui
aucun contre-exemple n’en a été proposé,
eton a donc... une conjecture de plus.

Ladémonstration del'inégalité n’est pas
trés difficile, car elle consiste a disposer le
graphe enplagantsuruneligne horizontale les
n premiers nceuds, et surune ligne verticale
les m autres nceuds, de fagon a équilibrerle
mieux possible les parties haute et basse
et les parties droite et gauche. La figure f
ci-dessous est un exemple pourK, ¢

f

Pourillustrera quel point ces problemes
sontdifficiles etles conjecturesincertaines,
mentionnons encore le cas du graphe 0
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de I'hypercube a n dimensions. En 1973,
R.Guy et Paul Erdds proposerentlaformule:
cr(0,)=(5x4")/32-2""2[(n%+ 1)/2].
Pendant plus de 40 ans, elle a sem-
blé correcte. Pourtant, Yuansheng Yang,
Guoging Wang, HaoliWang et Yan Zhou, de
'Université de Dalian en Chine, trouvérent
en 2012 un contre-exemple pourn =7 et
toutes lesvaleurs supérieures. La conjecture
est donc archifausse !
Imposerauxarcs d’étre des segments de
droite, nous 'avons dit, conduita un probleme
différent, celuidu calculde cr(G). Il se trouve
qu’il est un peu plus facile, car le nombre
de dessins différents a envisager est plus
petit. Dans le cas du graphe K, les valeurs
calculées et vérifiées vont jusqu'a n = 27
et on connait en plus la valeur pour n = 30.

En fait, les difficultés rencontrées sont peu
étonnantes, car on sait depuis longtemps
que le probléme du calcul de cr(G) est un
probleme de la classe NP-difficile. Cela signifie
que sil'on savait le résoudre efficacement,
alors on sauraitaussirésoudre efficacement
une grande famille de problémes combina-
toires difficiles, ce quiest plus qu'improbable.
Celan’'empéche pas des progres concrets
en matiere d’algorithmes.

On saitmaintenant produire des dessins
utiles en pratique pour des graphes de cir-
cuits comportant plusieurs centaines de
nceuds. L'une des méthodes utilisées est
la « planarisation > : on extrait du graphe
un graphe planaire aussi grand que pos-
sible en ne retenant que certains arcs, et
on ajoute ensuite avec précaution les arcs
qui manquent en tentant de minimiser le
nombre de croisements créés.

L’énigme du croisement des arcs
d'un graphe montre que des themes de
recherche que tout le monde peut com-
prendre concentrent parfois en eux toutes
les difficultés possibles, et prouve une fois
de plus que le monde mathématique, méme
la ot on s'yattend le moins, comporte des
obstacles surprenants... et peut-étre insur-
montables. ]
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