composée d'un trés grand nombre de petits
contournements du chemin direct. Ces
contournements ont pour effet de diluer
la difficulté du parcours et rendent ainsi
le nouveau chemin praticable.

Un exemple trés simple de probleme
«impossible» résolu par cette stratégie est
la conception d"une route joignant les extré-
mités d"un segment vertical, mais dont la
pente soit tres faible afin qu'un véhicule
puisse I'emprunter. Pour des questions de
place, on exige également que cette route ne
s’éloigne pas trop du segment vertical, par
exemple qu’elle soit contenue dans un tube
relativement petit entourant le segment.

Un premier raisonnement fait apparaitre
uninterditimaginaire: sila pente est presque
horizontale, la route s’éleve tres doucement
et devrait étre hors du petit tube quand elle
atteindra l'altitude de 'extrémité supérieure.
Or cetinterdit se contourne facilement et la
solution est effectivement mise en pratique
dansla vie quotidienne: c’estla rampe d’acces
aun parking a étages! Méme sila pente est
tres faible, I'effet du parcours de chaque
boucle est un pur déplacement vertical. Les
boucles imposées ala route permettent donc
de réaliser la méme élévation verticale que
le chemin direct, le segment, tout en offrant
un parcours «praticable».

Un effet de moyenne

D'unpointde vue mathématique, le probleme
«impossible» que résout la rampe d’acces
est de nature différentielle. En effet, 'une des
deux contraintes porte sur une pente, quise
calcule aumoyen d'une dérivée. Pour un tel
probleme, I'intégration convexe construit
une solution —ici, une courbe en hélice— qui
respecte également la seconde contrainte,
celle de rester a I'intérieur d'un tube.
Pour ce faire, la théorie profite ingénieu-
sement des effets de moyenne. Chaque fois
que l'on parcourt une boucle sur I'hélice,
I'extrémité du vecteur dérivé (un vecteur
tangent a la courbe), translaté en I'origine,
décrit un cercle horizontal de faible altitude.
La moyenne sur une boucle du vecteur
dérivé est donc un vecteur vertical de faible
amplitude. Par conséquent, I'hélice, quel'on
peut obtenir par intégration de son propre
vecteur dérivé, reste proche d"un segment,
lui-méme obtenu en intégrant le vecteur
vertical. L'hélice se retrouve ainsi contenue
dans un tube dont I'axe est le segment. Cet
effet de moyenne constitue le cceur de la
théorie. Or déterminer une moyenne revient
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a réaliser une intégration. Et le résultat de
cette intégration se trouve nécessairement
a l'intérieur de la courbe suivie par le vec-
teur dérivé, c’est-a-dire dans son enveloppe
convexe. Ce qui explique pourquoi la théorie
porte le nom d'intégration convexe.

La théorie de l'intégration convexe
constitue pour la géométrie différentielle un
outil puissant. Son application au «retour-
nement dela sphere» en est une illustration.
Depuis la fin des années 1950, on sait grace
aux travaux de I’Américain Stephen Smale
qu'il est possible de déformer continiiment
et sans pincements une sphere, dont on a
peint 'extérieur et I'intérieur de couleurs
différentes, jusqu’a obtenir une nouvelle
sphere dont les couleurs sont interchangées
(dans cette opération, on accepte que la
surface s'interpénétre). A ce résultat déja
étonnant, la théorie del'intégration convexe
a ajouté que le retournement peut étre
effectué isométriquement, c’est-a-dire en
préservant toutes les longueurs au cours
de la déformation!

Avec l'invention de l'intégration
convexe, la construction des plongements
isométriques & la Nash devient subitement
intelligible. Elle perd son caractére singulier
pour apparaitre comme un cas particulier
d’une théorie plus vaste. Pourtant, si le
procédé de construction s’éclaire, 1'objet
obtenu in fine garde sa part de mysteére
et continue a défier I'imagination par le
caractere paradoxal de ses propriétés. Com-
ment une surface peut-elle présenter une
lissité sans faille et cependant réserver un
champ d’a-coups a quiconque s’aviserait
dela dévaler? Quel peut étre I’aspect d'un
plongementisométrique du tore carré plat?

En 2006, dans l’espoir de répondre a
ces questions, nous trois et Said Jabrane, un
doctorant en mathématiques, avons formé
équipe, complétée en 2012 par Damien
Rohmer, spécialiste de la synthese d images.
Notre conviction était que 1’on pouvait
tirer profit du caractere algorithmique de
I'intégration convexe —une propriété passée
jusque-la inapergue— pour concevoir un
programme informatique visualisant un
plongement isométrique du tore carré plat.
Cette conviction était fondée, mais six ans
ont été nécessaires pour visualiser un seul
de ces fameux plongements...

Le programme que nous avons réalisé
débute avec une surface-bouée et la déforme
progressivement au moyen dune succes-
sion d’ondulations de plus en plus fines. La
bouée initiale est choisie suffisamment petite
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