profondeur logique d’un systéme en évolution vérifie la loi de
croissance lente (d’aprés laquelle la complexité structurelle
ne peut augmenter rapidement), ce qui constitue un argu-
ment fort en faveur de sa définition. Cette idée s’appliquerait
en particulier a I'évolution des organismes vivants.
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démontrée en 1936 par Alan Turing et qui
concerne l'arrétdes programmes:aucune
méthode d’analyse ne permet de savoir a
I'avance si un programme va se mettre a
boucler.

Cependant, il ne faut pas tirer de cette
impossibilité d’'un calcul exact systématique
pour tout s de P(s) la conclusion qu’on ne
peut pas évaluer P(s). Les algorithmes de
compression de données sont des outils qui
calculent des versions approchées de s* et
leur utilisation permet 'évaluation de P(s).

De laméme fagon, la complexité de Kol-
mogorov de la suite s, qui est la longueur
(mesurée enbits) des*, n'est pas calculable,
mais, grace aux algorithmes de compres-
sion de données, elle est évaluable. Cette
possibilité a permis des avancées dans
la classification automatique des textes,
des partitions musicales et des séquences
génétiques. La non-calculabilité n’est pas
unobstacle rédhibitoire : nous faisons des
mathématiques touten sachantqu’iln’ya
pas de systéme parfait d’axiomes qui éli-
mine toutes les propositionsindécidables.

La complexité de Kolmogorov d'une suite,
notion trés importante en informatique
théorique (et maintenant en physique et
en biologie), ne pouvait pas mesurer la
complexification évoquée en cosmologie
eten biologie. En effet, une suite aléatoire
ou chaque élémentest tiré a pileoufacea
une complexité de Kolmogorov maximale
(parmiles suites de méme longueur] alors
que, nous I'avons déja remarqué, aucune
structure n'y est présente en général.

La complexité de Kolmogorov mesure
le «contenu eninformation » d’une suites,
c’est-a-dire la quantité minimale d’'informa-
tion qu’il faut mémoriser pour étre capable
de reproduire s (méme si cette informa-
tion est sans intérét, comme c’est le cas
pour une suite de tirages a pile ou face).
La complexité structurelle, que la profondeur
logique de Bennettveut évaluer, estliée a
la richesse d’organisation, au nombre de
corrélations et d'interactions apparentes
ou cachées entre parties de s, a la quan-

tité d'interdépendances des parties, toutes
choses absentes dans une suite aléatoire
deOetde 1.

Cette distinction que nous faisons tous
sans en avoir nécessairement conscience
entre complexité aléatoire (ou contenuin-
compressible d'information que mesurela
complexité de Kolmogorov, lataille de s*) et
complexité structurelle (celle que Ch. Ben-
nett veut évaluer, et qui en premiére ap-
proximation est le temps de calcul de s*)
est essentielle pour que puisse progres-
serunethéorie générale de la complexité.
Cest faute de 'avoir comprise plus tdtet de
s'étre apergu que l'impossibilité d’un calcul
exactdes versions formelles de ces notions
(complexité de Kolmogorov et profondeur
logique) n'interdisait pas de les utiliser, que
'onacherché—etquel'oncherche encore
parfois —a formuler des définitions particu-
lieres de lacomplexité qui ne s’appliquent
que dans des contextes limités.

Des versions mathématiques plus
avancées de la profondeur logique de
Bennett ont été proposées. Elles ne se
contentent pas de faire intervenir le pro-
gramme le plus court produisant s, mais
tous les programmes produisant s qui ne
peuvent étre compressés de plus de k bits
oumémetous les programmes produisants,
mais en accordant plus de poids aux pro-
grammes les plus courts qui sont consi-
dérés comme des origines plus probables
del'objets. Ces versions ont de meilleures
propriétés que P(s), dont celle d’autoriser
la démonstration d’une « loi de croissance
lente » (la complexité structurelle ne peut
pas croitre rapidement ). Malheureusement,
ces définitions sont plus délicates a mettre
enapplication que la définition de base P(s).

Une série d’avancées dans la compré-
hension et l'utilisation de la profondeur
logique de Bennett ont eu lieu depuis sa
définition en 1977. Il faut les voir comme
la confirmation que l'idée de Ch. Bennett
est pertinente et que, méme si rien n’est
tres facile dans ce domaine soumis a de
nombreuses <«indécidabilités>, il faut
poursuivre son étude. La profondeur de
Bennett, ne serait-ce que d’'une maniere
abstraite, nous aide a mieux cernerlacom-
plexité dont notre compréhensionintuitive
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Evaluation expérimentale de K(s) et P(s)

nprogramme de compression de

donnéespermetd'évaluerlacom-
plexité de Kolmogorov et la profon-
deur logique de Bennett. La version
compressée d'un fichier doit étre vue
comme un court programme engen-
drant le fichier : sa taille indique une
valeurapprochée de lacomplexité de
Kolmogorov, et le temps nécessaire a
la décompression du fichier est assi-
milable au temps de calcul pour re-
produire le fichier initial, donc a une
évaluation de sa profondeur logique.
Les expériences ont été réalisées par
HectorZenil, CédricGaucherelet|'au-
teur (J.-P. Delahaye).

Sept images de méme format ont
été compressées avec un algorithme
de compression sans perte : I'image
retrouvée apres décompression est
exactementcelleavantcompression.
La premiére série indique le classe-
ment des images par ordre croissant
de taille du fichier compressé, donc
par complexité de Kolmogorov K{(s)
croissante. Sans surprise, on trouve
que l'image toute noire (image 1) ale
contenu en information le plus petit,
etque I'image composée de pixels ti-
rés aléatoirement (image 7) est celle
qui exige la plus grande quantité de
mémoire (K(s) maximal). Les autres

imagessontclasséesapeupréscomme
ons'y attend : le manuscrit (image 2)
demande assez peu de mémoire, car
il y a beaucoup de blanc; un réseau
périodique (image 3); une courbe de
Peano (image 4); une image irrégu-
liere, mais avec deux axes de symé-
trie (image 5); un microprocesseur
(image 6).
Lasecondeséried'imagesreprend
les mémes sept images, mais cette
fois par ordre croissant de temps de
décompression, ce qui donne des va-
leurs approchées de la profondeur lo-
gique de Bennett P(s), donc un clas-
sement par complexité structurelle

croissante. L'image 7 du premier clas-
sement, quiestparfaitementaléatoire,
est maintenant parmi les premieres,
conformément a |'idée qu'un hasard
parfait est totalement sans structure.
Le microprocesseur est bien identifié
comme le plus complexe structurale-
ment. La courbe de Peano est, sans
surprise, toujours considérée comme
contenant des structures un peu plus
richesquelemotifpériodique.Letexte
écrit etle motif symétrique changent
de position, donnantau total un clas-
sement compatible a ce qui, intuiti-
vement, correspond a une complexi-
té structurelle croissante.
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doitmaintenant devenir mathématique et
scientifique.

Parmiles tentatives de définition d’'une
mesure de complexité structurelle, certaines,
issues de la théorie du calcul, sont diffé-
rentes de celle de Ch. Bennett. Elles sont
en compétition avec I'idée de Ch. Bennett
et il est donc nécessaire de comprendre
s’il s’agit de notions liées.

Lanotion de «sophistication> introduite
parllsraélien Moshe Koppel et le Frangais
Henri Atlan, et la notion de «complexité
effective » des Américains Seth Lloyd et
Murray Gell-Mann se fondent surlidée d'une
séparation possible entre la composante
aléatoire etlacomposante organisée d’'un
objet. L'idée des définitions proposées par
ces chercheurs sous des formes mathé-
matiques qui en masquent parfois le coté
naturel estla suivante. Quand on examine
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un programme produisant un objet, il est
souvent possible d’y reconnaitre deux par-
ties:'unereprésente ce quifixe et décritla
structure de I'objet, 'autre est ce qui habille
la structure par des éléments de moindre
importance, voire aléatoires.

Considérons parexemple une suite finie de
paires de chiffres binaires 00 ou 11 dont
la succession est aléatoire :
s=001111000000 1100110000
110011 11.Le plus court programme s*
produisant cette suite comportera deux par-
ties assez faciles aidentifier, caril sera de
laforme: «Imprimer, en doublant chaque
chiffre, la suite 011000101001011.»
Lastructure réguliére des estexprimée
parla partie « Imprimeren doublant chaque

chiffre ». La composante désordonnée se
trouve, quantaelle,dansla partie descriptive
etincompressible de 0 et de 1 quitermine
le programme.

Lorsqu’on aura affaire aune suite s plus
structurée que celle de notre exemple, la
longueur de la partie non aléatoire sera
supérieure. C’est cette longueur qui, selon
M. Koppel, H. Atlan, S. Lloyd et M. Gell-Mann,
mesure larichesse en organisation, lacom-
plexité structurelle de la suite s.

Lapartie duprogramme oulonainscritla
séquence 011000101001011 estd’autant
pluslongue quelaséquences comporte beau-
coup d’éléments aléatoires. C’est la partie
aléatoire de laséquence et salongueurest,
en gros, la complexité de Kolmogorov des.

Des difficultés techniques rendent déli-
cate laformulation mathématique de cette
idée de séparation en deux parties d’'un pro-
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