Comme nous I'avons vu, le triangle
équilatéral est un point fixe. Il en est de
méme du triangle dégénéré: son triangle
fils est également dégénéré.

Quatre points fixes
de la transformation

En résolvant les équations couplées s = s
etp’=p, onmontre que la transformation a
deux autres points fixes. Le premier de ces
triangles a des angles d’environ 17,027,32,132
et 130,84 degrés (ces angles ne sont vraisem-
blablement pas des fractions rationnelles de
180 degrés), correspondantas=(6—- V5)/4
etp= (8V/5-17)/64. Si 'on introduit ces
valeurs de s et p dans les formules de van
IJzeren, on obtient bien s’ =setp’ =p.

Le quatrieme point fixe, déja connu
avant mes travaux, est le triangle hepta-
gonal pour lequel s =7/4 etp =7/64; ses

angles sont égaux aux fractions 1/7,2/7
et4/7 de 180 degrés, soit environ 25,7, 51,4
et 102,9 degrés. On 1'obtient a partir d'un
heptagone régulier (polygone ayant sept
cotés) en prenant le premier, le deuxiéme
et le quatriéme sommets.

11 existe sept couples de triangles ot
chaque partenaire est, quant a la forme, le
triangle de réflexion del'autre: la suite des
transformations itérées est alors de période 2
(laméme forme de triangle apparait toutes
les deux transformations). Il existe 32 groupes
de trois triangles dont la transformation par-
court les formes en boucle (toutes les trois
transformations). Nous déterminerons plus
loin explicitement 1'un de ces 32 groupes.
De la méme fagon, il existe des cycles qui
durent quatre, cing,..., ou un nombre fini
quelconque de réflexions.

AVlexception du point fixe équilatéral,
qui attire tous les triangles proches de lui

lors de l'itération de la transformation,
tous les autres points fixes et cycles sont
répulsifs: les triangles dont la forme est trés
proche de la leur ont des fils d"aspect moins
proche, et le seul moyen de rejoindre un tel
point fixe ou cycle est d’en étre un ancétre.
Dans une infinité de cas, les réflexions
successives d'un triangle initial ne tendent
vers aucune forme stable ni vers aucun
cycle de formes qui se répetent, mais errent
ajamais dans le vaste univers des triangles
obtusangles: leur devenir est chaotique.
Pour acquérir une vue d’ensemble du
chaos des triangles de réflexion, on peut
dresser une sorte de carte topographique ot
chaque triangle est représenté par un point
dont les coordonnées sont ses deux plus
petits angles o et B (voir ['encadré ci-dessous).
Sur cette carte, on peut déplacer chaque
point représentatif d un triangle vers le point
représentatif de son triangle de réflexion.

LA CARTE DU MONDE DES TRIANGLES

a forme d'un triangle est entie-
Lrement déterminée par ses deux
angles et 8 les plus petits (le troi-
siemeangleestégala180°—(a+)).

On choisit « = B. Chaque point
(o, B) de la zone colorée du plan fi-
gurée ici correspond a un triangle,
ou plus exactement a une forme de
triangle. Le point (0, 0) correspond
atous les triangles dégénérés en un
segment(ceuxdontlestroissommets
sontalignés).Lesdeuxanglesauxex-
trémitésdusegmentsontnuls ;letroi-
sieme vaut 180° et se situe quelque
part sur le segment, mais sa position
exacte est sans importance.

Le bord inférieur de la zone colo-
rée (o« >0, B = 0) correspond a des
triangles dégénérés d'une autre es-
péece (dont on ne traite pas dans cet
article), ceux dont deux des trois c6-
tés sont paralléles et se rencontrent
a l'infini avec I'angle B = 0. Le troi-
sieme c6té est un segment ordinaire
de longueur finie et forme I'angle in-
térieur a avec I'une des paralléles.

La construction du triangle de ré-
flexionsetraduitparunefonctionqui
envoiechaquepointdelazonecolorée
(chaque triangle) sur le point corres-
pondant a son triangle de réflexion.
Tout triangle acutangle (points de
la zone bleu clair) est transformé
en un triangle acutangle. Si I'on ré-
péte cette transformation successi-

vement, la suite de points obtenue
tend alors vers le point représentant
le triangle équilatéral.

Chaque triangle vert (c'est-a-dire
chaque point de la plage verte) est
transformé enun triangle acutangle,
chaque triangle bleu foncé est trans-
formé en un triangle vert, et chaque
triangle rouge est transformé en un
triangle bleu foncé. Les triangles
rouges sont ainsi acutangles aprés
trois itérations et tendent peu a peu
a étre équilatéraux.

Les triangles de la courbe cen-
trale en tirets-pointillés, issue du
point (30°, 30°), correspondent a
la valeur s = 5/4 et se transfor-
ment tous en triangles dégéné-
rés : ils sont donc précipités sur le
point (0, 0) et y restent a jamais
lors des itérations ultérieures. Les
points des trois courbes en tirets
sont les triangles qui deviennent
dégénérés apres deux transforma-
tions, ceux des courbes en pointillé
le deviennent aprés trois.

Equilatéral

Lespartiesjaunespeuventétredé-
tailléesenconsidérantlestrianglesqui
deviennentacutangles aprées quatre
itérations, cing, six, etc., et de méme
pour les triangles qui deviennent dé-
générésapresquatretransformations,
cing, six, etc. La carte seremplitalors
avecdescouleursetdescourbessup-
plémentaires. Mais au terme du pro-
cessus, il restera quand méme une
infinité de points jaunes, correspon-
dant a des triangles ne devenant ni
acutangles ni dégénérés.
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L'évolution d"un triangle qui passe de sa
forme initiale a son triangle de réflexion,
puis au triangle de réflexion de ce dernier
et ainsi de suite, est alors visualisée par
une suite de points issue de celui corres-
pondant a la forme initiale. La vie d'un
triangle est ainsi déterminée pour 1'éter-
nité par sa forme initiale: le systeme est
déterministe. Mais il s’agit, du moins par
endroits, d'un chaos déterministe.

Examinons plus en détail le devenir des
triangles en fonction de leur forme ini-
tiale. Afin de mieux savourer les choses,
rehaussons les couleurs du monde des
triangles avec du vocabulaire céleste et
décrétons que le paradis de ce monde est
constitué par les triangles équilatéraux.
Dans ce cas, les triangles acutangles sont
nés sous une bonne étoile: ils restent acu-
tangles toute leur vie et se rapprochent
de plus en plus du paradis.

Un triangle qui n’a pas eu la chance
de naitre acutangle n’est pas forcément un
cas désespéré. Qui habite la zone verte de
la carte est envoyé en une seule itération
dans la région bleu ciel, correspondant aux
triangles acutangles, et va ainsi vers la vertu.
Les triangles de la plage bleu foncé sont a
peine plus éloignés de la béatitude, puisqu'ils
se trouvent a un pas de la zone verte. Ceux
de la zone rouge seront acutangles en trois
étapes, en passant par la zone bleu foncé,
puis par la région verte.

Alabéatitude éternelle s'oppose l'enfer
éternel. Tel estle sort des triangles dégénérés,
qui demeurentajamaisal’adressea =B =0,
dansle coin inférieur gauche de la carte. Cet
état est un point fixe de la transformation,
un cul-de-sac dont on ne s’échappe pas.

Les triangles qui tendent vers le paradis
s’enapprochent généralement avec retenue,
etla plupartn’atteignentI'équilatéralité par-
faite qu'aubout d'une infinité de réflexions.
Ilenvatoutautrement des triangles damnés,
lesquels sont précipités brutalement en enfer.
Ces triangles correspondent sur la carte a
certaines courbes. Ainsi, qui se fourvoie sur
la courbe en tirets-pointillés du centre de la
figure se retrouve en enfer au pas suivant.
Un point d"une des courbes en tirets arrive
en enfer en deux étapes, apres avoir fait un
crochet par les tirets-pointillés. Et les points
situés sur les courbes en pointillés n’ont
qu’une itération de plus a vivre.
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4. QUE DEVIENDRA LE TRIANGLE ROUGE,
numéroté 0, sous I'effet des transformations
de réflexion successives ? Selon les valeurs
précises de ses angles, il pourrait évoluer
vers une forme équilatérale, se réduire sou-
dain a un segment, changer de forme de fa-
¢on cyclique ou de fagon chaotique.

C

5. LE TRIANGLE EQUILATERAL A'B'C’ peut
résulter d’'une transformation de réflexion
appliquée al'un de ses sept triangles péres:
un triangle équilatéral (en vert], trois
triangles isocéles identiques ayant pour
angles 75, 75 et 30 degrés (en rose] et trois
triangles isoceles identiques d’angles 15, 15
et 150 degrés (en bleu).

Dans un certain sens, le destin se laisse
malgré tout amadouer. Un faux pas suf-
fisamment bénin ne prive pas de paradis
pour autant, tandis qu'un changement
ciblé de comportement, aussi minuscule
soit-il, permet d’échapper a I'enfer. Plus
précisément: chaque point «bon», c’est-
a-dire promis au paradis équilatéral, est
entouré uniquement de points bons, tandis
que tout autre point, en particulier s'il est
«damné » (¢’est-a-dire sur le chemin de la
dégénérescence), est a distance aussi petite
quel’on veut d"une infinité de points bons.
Le chemin du paradis ne saurait étre plus
accueillant qu'ici: les bons peuvent s"aban-
donner a leur destin et il suffit a tous les
autres, damnés ounon, de modifier un tant
soit peu leur vie de fagon ciblée - aussi peu
qu'ils le désirent - pour connaitre le méme
sort. Le mathématicien a la veine moins
poétique: dans son jargon, I'ensemble des
triangles qui convergent vers 1'équilaté-
ralité est «ouvert» et «dense».

Qu’en est-il des triangles (des régions
jaunes de la carte) qui, au début, ne sont
situés ni sur une ile de triangles bons ni sur
un sentier de damnés ? On peut poursuivre
I’analyse et attribuer une nouvelle couleur
atous les points qui arrivent dans le rouge
apres une itération, puis une autre a tous
ceux qui seront dans le rouge apres deux
itérations, et ainsi de suite. De la méme
fagon, on trouve des courbes de points qui
atterrissent sur une courbe en pointillés
apres une étape, ou deux, ou trois, etc.

Une structure fractale

Les nouvelles plages de couleur et les
courbes ainsi ajoutées deviennent de plus en
plusnombreuses et ressemblent aux portions
de la carte déja dessinées. On assiste a la
naissance d’une structure fractale: sila carte
étaitachevée (ce qui nécessiterait une infinité
de couleurs), nous verrions que certaines
parties contiennent des copies réduites et
plus ou moins déformées d’elles-mémes,
copies qui contiennent par conséquent
a leur tour des copies réduites d’elles-
mémes, etc. Remarquons en particulier
que la minuscule plage jaune située a la
pointe gauche de la carte se réduit a chaque
ajout d"une nouvelle couleur.

Les nouvelles plages de couleur et les
nouveaux sentiers de damnés remplissent
la carte achevée a un tel degré que le jaune
ne sera plus visible a I'ceil nu. Une infinité
de points jaunes subsistent pourtant au
terme du processus. Ce sont des points,
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