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tel le triangle heptagonal, qui ne sont ni 
bons ni damnés. Leur vie prend tôt ou tard 
un cours cyclique en parcourant en boucle 
une suite figée de points ; ou alors, leur vie 
papillonne sans cesse dans ce labyrinthe 
magnifique, évitant les bons et les damnés.

Appelons « mauvais » tous les points 
qui ne sont ni bons ni damnés et qui restent 
ainsi jaunes : ils demeurent à jamais au 
purgatoire. En étudiant attentivement ce 
microcosme de triangles régi par la trans-
formation de réflexion, on peut prouver 
les propriétés suivantes. 

Aussi près que l’on veut de chaque 
point mauvais ou damné se trouvent une 
infinité de points damnés, une infinité de 
points mauvais au futur périodique, et 
une infinité de points mauvais au futur 
errant (rappelons que deux points proches 
représentent deux triangles ayant presque 
les mêmes angles). On peut même trouver 
un triangle mauvais qui, au cours de sa 
vie, se rapproche une infinité de fois aussi 
près que l’on veut de n’importe quel point 
mauvais ou damné. Et le nombre de ces 
points « supermauvais » est infini !

Il s’avère possible et commode de 
décrire ce système dynamique en attri-
buant à chaque zone de la carte une adresse, 
formée de symboles (chiffres et lettres) 
et construite de façon systématique en 
s’appuyant sur la structure fractale, répé-
titive, de la carte. Dans cette dynamique 
symbolique, on attribue l’adresse 1 à la 
portion de la carte coiffée par l’arche vert 
foncé, cette arche comprise (voir la carte 
de l’encadré page 68 et la figure 6). En conti-
nuant vers la gauche et le bas de la carte 

des triangles achevée, on attribuerait de 
même l’adresse 2 à la portion coiffée par 
l’arche bleu foncé, l’adresse 3 pour l’arche 
rouge et son intérieur, etc. Les zones Sud-
Est, Nord-Est, Nord-Ouest et Sud-Ouest 
que l’on distingue sous l’arche verte de 
la carte reçoivent les adresses 1a, 1b, 1c 
et 1d respectivement. L’arche principale 
bleu foncé de 1c et son intérieur ovoïde 
ont l’adresse 1c1 (en orange sur la figure 6), 
l’arche principale du quart inférieur droit 
de cet œuf, avec son intérieur, est 1c1a1 (en 
vert clair sur la figure 6). 

Une adresse  
pour chaque triangle

Ainsi, de façon systématique, en procé-
dant par zooms successifs, on attribue des 
adresses de plus en plus longues à des por-
tions coiffées par des arches de plus en plus 
petites ou étroites. La portion magenta de 
la figure 6 a par exemple l’adresse 1a1c1a1. 
Un point mauvais, qui reste jaune dans la 
carte achevée, est cerné par les arches de 
plus en plus petites ou étroites sous les-
quelles il se trouve ; il acquiert ainsi une 
adresse de longueur infinie. 

On constate notamment que le passage 
au triangle de réflexion envoie la zone 
magenta 1a1c1a1 sur toute la zone vert 
clair 1c1a1, la vert clair sur toute la zone 
orange 1c1 (vert clair compris) et l’orange 
sur toute la zone 1 (couleurs comprises). 
En fait, on démontre que chaque itération a 
pour effet de supprimer les deux premiers 
caractères des adresses débutant par 1 ; si 
on a supprimé a, on ne fait rien d’autre ; 
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6. LES DIFFÉRENTES RÉGIONS DE LA CARTE des triangles peuvent 
être étiquetées par une adresse formée de chiffres et des lettres a, b, 
c, d, en exploitant la structure fractale de la carte. On associe le 
chiffre  1 à l’« arche » verte et ce qu’elle coiffe, le chiffre  2 à l’arche 

bleue et ce qu’elle coiffe, etc. (a). Sous l’arche 1, on subdivise en 1a, 
1b, 1c, 1d, et ainsi de suite. Par exemple, les régions indiquées en cou-
leurs (b) se voient attribuer les adresses  1c1 (région orange, inté-
rieur compris), 1c1a1 (région vert clair), 1a1c1a1 (région magenta).
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si on a supprimé c, on échange a et c dans 
le reste de l’adresse.

On l’a vu, la zone vert clair 1c1a1 se 
transforme en la zone orange 1c1 lorsqu’on 
passe de chaque point père à son fils. Or 
cette zone orange, image déformée de 
la zone vert clair, recouvre entièrement 
celle-ci. Un théorème de topologie bien 
connu (le « théorème du point fixe de 
Brouwer ») implique alors que la trans-
formation a un point fixe situé dans la 
zone vert clair. L’adresse infinie de ce 
point fixe (et jaune) ne peut être que le 
mot périodique 1c1a1c1a… : c’est en effet 
la seule façon de retrouver l’adresse de 
départ après avoir supprimé les deux pre-
miers caractères et interverti a et c dans le 
reste du mot. Ce triangle dont les angles 
sont les mêmes que ceux de son triangle 
de réflexion, nous le connaissons déjà : 
ses angles valent environ 17,027, 32,132 
et 130,84 degrés. De la même façon, on 
trouve que le triangle heptagonal corres-
pond au point fixe dont l’adresse est le 
mot périodique infini 1b1a1b1a…

On peut raisonner de façon analogue 
avec la zone magenta 1a1c1a1. Il lui faut 

trois itérations pour recouvrir la zone 1 : la 
triple itération a donc un point fixe dans la 
zone magenta et ce point ne peut être situé 
qu’à l’adresse périodique 1a1c1a1a1c1a…, 
où 1a1c1a se répète indéfiniment. En 
cherchant numériquement dans la zone 
magenta, on trouve que le triangle cor-
respondant a pour angles 63,35, 7,17 et 
109,48 degrés environ. Les formes de ce 
triangle, de son triangle de réflexion et du 
triangle de réflexion de ce dernier consti-
tuent ainsi un cycle de période fondamen-
tale 3. De la même façon, j’ai déterminé les 
31 autres cycles de période 3 en repérant 
toutes les adresses correspondant à des 
points fixes de la triple itération. 

D’un système 
dynamique à un autre 

Une telle analyse peut être poursuivie 
afin de caractériser de façon complète 
la dynamique des triangles sous l’effet 
de l’itération des réflexions. Tout n’est 
pas fini pour autant : comme toujours, la 
résolution d’une question en fait surgir 
de nouvelles. 

On pourrait choisir, comme sommets 
du triangle fils, les points sur les côtés du 
triangle père qui sont à mi-chemin du milieu 
du côté et du pied de la hauteur. Le triangle 
ainsi construit a les mêmes angles que le 
triangle de réflexion. On a donc fondamen-
talement le même système dynamique. 
Mais les triangles ont tendance à être plus 
petits que les triangles de réflexion : si le 
père est acutangle, le fils, plus proche de 
l’équilatéralité, est même complètement 
inclus dans le père. Si l’on part d’un triangle 
bon, la suite des fils successifs se resserre 
ainsi maintenant sur un point limite. Où 
est situé ce point limite ? Et existe-t-il aussi 
lorsque le triangle est damné ou mauvais ?

Une autre question surgit lorsqu’on 
transpose notre problème en trois dimen-
sions : quel est le comportement de la suite 
des pyramides de réflexion engendrée par 
une pyramide initiale à base triangulaire, 
où les nouveaux sommets sont les symé-
triques des anciens par rapport à la face 
opposée ? Les triangles de réflexion sont 
un joli exemple de système dynamique 
intéressant, et bien d’autres univers voisins 
restent à explorer. � n
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