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4. Lavariante de Paul Erdés

'aprés Richard Guy, le mathématicien hongrois Paul Erdds a lui-méme
D proposé une intéressante et trés simple variante du probleme de la per-
sistance multiplicative. Trouvant peut-étre trop facile la conjecture (pour-
tant non résolue...) affirmant que la persistance multiplicative
de tout nombre en base 10 est au plus 11, il a proposé que
d'une étape a |'autre, on ne calcule que le produit des chiffres
non nuls; par exemple, 4570 — 140 — 4.

Cette «persistance a la Erdgs » (toujours au moins égale a
la persistance usuelle) est encore plus mal connue. W. Schnei-
der a en effet découvert les nombres suivants qui ont une per-
sistance a la ErdGs supérieure a 11:

(@) Le nombre N = 506713 (le 5 répété 16 fois,
suivi du 7 répété 13 fois) a une persistance a la Erdds de 12:
55555555555555557777777777777 — 14784089722 747802734375
—49962386718720 —> 438939648 > 4478976 —> 338688 —> 27648 >
2688 — 768 — 336 > 54 —> 20 — 2.

(b) 74383914 @ Une persistance a la Erdds de 13.

(©) 24,641y 7 (130 9g) @ Une persistance a la Erdés égale a 14.

Wilfred Whiteside et Phil Carmody ont été jusqu’a 17 (voir www.prime-
puzzles.net/puzzles/puzz_341.htm):

(d) 641y 7 (157)846) 9 25) @ UNe persistance ala Erdds de 15.

(€) 3(1) 7 54 882 353 @ Une persistance a la Erdés de 16.

317 278622 9309) @ Une persistance a la Erdds de 17.

Comment étre certain qu’on ne trouvera pas mieux? Et méme, com-
ment savoir qu‘un maximum sera atteint? Erdds n'a pas répondu, mais
il a proposé la conjecture suivante: pour toute base de numération b, il
existe une constante p’(b) donnant le maximum possible pour la persis-
tance a la Erdés des nombres écrits dans cette base. Cette variante de la
conjecture est plus ardue que I'énoncé initial. Il n'est d'ailleurs pas si pro-
bable que cela qu'elle soit vraie, puisque, aujourd’hui, nul ne semble avoir
identifié ce maximum indépassable dont elle annonce I'existence, méme
dans le cas de la base 10!

connaissance, n’a prouvé que c’était vrai
pourtous les rep-units. llest donc possible
que la colonne sous le 1 du tableau des
points finals, prolongée indéfiniment, ne
soit pas,comme elle semble 'étre, la suite
régulieredesentiers 1,2, 3,4, ... Cest peut-
étre le cas, mais I'affirmer, c’est énoncer
une conjecture !

Dansle tableau des points finals, F. De
Comité a remarqué trois autres colonnes.

— La colonne sous le 3 et la colonne
sous le 7 contiennent toujours les mémes
nombres:ils'agit des nombres triangulaires,
delaformen(n—1)/2,quon trouve surla
troisieme colonne du triangle de Pascal :
1,3,6,10,15,21, ..

— La colonne sous le 9 contient les
nombres de la quatrieme colonne du triangle
de Pascal, de la forme n(n — 1)(n - 2)/6:
1,4,10, 20, 35, 56, 84, 120...

Comme pourlacolonnesousle 1,il est
assez facile de démontrer que les nombres
trouvés dans ces colonnes doiventau moins
avoir ces valeurs, mais il est parfaitement
possible que cela cesse d’étre vrai si I'on
vaassez loindans le tableau. Comme pré-
cédemment, cela dépend de conjectures
difficiles surlafactorisation des entiers en
nombres premiers.

Le mathématicien se comporte sou-
ventcomme le célebre ivrogne qui, la nuit,
cherche ses clefs sous unlampadaire. On lui
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demande: « Etes-vous certain d’avoir perdu
vos clefs sous ce lampadaire ? ». «Non,
répond-il, maisiciily a de lalumiere.» Ne
réussissant pas arésoudre le probleme fon-
damental de lapersistance multiplicative des
nombres enbase 10 (est-elle auplus 11 ?),
les mathématiciens se sontintéressés aux
variantes du probleme, qu’ils ont parfois
résolues parce qu’elles se trouvaient sous
le lampadaire.

La premiére idée de variante consiste a
considérer d’autres bases de numération.

En base 2, le probleme est particulié-
rement facile. Un nombre écrit en base 2
ne comporte que des 1 et des 0. S'il com-
porteun 0, sa persistance multiplicative en
base 2 est 1 (et son point final est 0). S'il
n’en comporte pas, c'est qu’il n’est fait que
de 1, etdonc sa persistance multiplicative
enbase 2 est aussi égale a 1 (et son point
final est 1). Ainsi, il 'y a aucun mystére
en base 2: 0 et 1 ont |a persistance 0, et
les autres entiers sont de persistance 1.

Enbase 3, c’est déja plus intéressant.
Unentiers’yécritavecdes0,des 1 etdes 2.
S’il comporte un 0, sa persistance est 1
et son point final 0. Sinon, les 1 n'ont pas
d'importance et le produit de ses chiffres
est une puissance de 2.

[l se trouve que toutes les puissances
de 2 écrites en base 3, a 'exception de 21
22,23, 2%t 21 semblent contenirun 0, ce
qui arréte la suite multiplicative.

Le test pour savoir si toute puissance
de 2 en base 3 comporte un 0 a été mené
jusqu'a 210900 et gucune autre exception
que les cing mentionnées n’a été décou-
verte. Celane constitue pas une preuve et
il semble malheureusement que la conjec-
ture «Toutes les puissances de 2 a partir
de 2'® comportent un 0 dans leur écriture
en base 3 > soit difficile.

Dommage, car si I'on admet cette
conjecture, le probléme de la persistance
en base 3 estrésolu:

(a) Si N comporte un 0, sa persistance
multiplicative en base 3 est 1.

(b] SiN ne comporte que des 1, sa persis-
tance multiplicative en base 3 est 1.
(c)SiN=21,22 23, 2%0u2'®, le calcul donne
pourlapersistance p (lesindices désignent
la base de numération utilisée):
21:2,p:0;22:123%2,p:1;
23=223—> = 1,p=2;24=1213—>2,
p:1;215:2211222213—>10123—>0,p:2.
(d] SiN comporte uniquementdes 1 et des 2
avecl,?2,3,40ul5foisle 2,onestramené
enune étape au cas (c]. La persistance est
alors 1,2, 3,2, 3selon le cas. Parexemple,
1121922 =22, > 11, > 1

(e] Si N ne comporte que des 1 et des 2
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et que le nombre de 2 n'estpas 1,2, 3,4
ou 15, alors (sous réserve de la conjecture
concernant les puissances de 2] la persis-
tance est 2, puisque N donne un nombre
comportantun 0, quidonne 0 a I'étape de
calcul suivante.

La persistance multiplicative maxi-
male en base 3 serait donc 3, et le plus
petit nombre ayant cette persistance
serait 26,, =2 x 32+ 2 x 3 + 2 qui, en
base 3, donne la suite multiplicative
=222, = 22, = 11—,

Des propriétés sont connues pour les
autres bases, mais aucune n’élucide la
question de la persistance maximale.

Les bases de numération a pas variable
conduisent a des cas ou le probleme de la
persistance multiplicative est completement
résolu: enfin, un bon lampadaire !

Enbase 10, la suite de chiffres 322201
représente le nombre:
3x10°+2x10%+2x10%+2x102+0x 10+1.
DanslabaseapasvariableB=(b,,b,,...b,,..),
322201 représente I'entier:
3xbexb,xbyxb,xb +2xb,xbyxb,xb,
+2><b3><b2><b1+2><b2><b1+0><b1+1.

Sichaqueb,estsupérieurou égala2, tout
entieraaumoins une écriture en base B. Si,
de plus, onimpose au chiffre placé eni-eme
position a partir de la droite d’étre strictement
inférieuré\bl.,l’écriture enbaseBd'unentier
estunique. Onimpose donc cette condition
aux chiffres d’'un nombre écrit en base B.

Les bases a pas variable sont la géné-
ralisation naturelle de la notion de base de
numérationa pas constant. Elles permettent
en particulier de rendre compte simple-
ment des systémes de mesure inégaux:
1 écu=3livres; 1 livre =20 sous; 1 sou=
12 deniers.

La base de numération «factorielle »
est particulierement prisée des mathéma-
ticiens; elle consiste a prendre b, =i + 1.
Ainsi, en base factorielle, le nombre s’écri-
vant 322201, (lindice F signifie qu'il s'agit
de I'écriture en base factorielle] vaut :
3xb!+2x51+2x41+2x31+0x2!+1=
3x720+2x120+2x24+2x6+0x2+1=
2461,
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Bien évidemment, la notion de persis-
tance a un sens en base factorielle: pour
passer d’'un entier N au suivant dans la
suite multiplicative, on fait le produit des
chiffres de son écriture en base factorielle,
eton écritle résultat en base factorielle. La
conjecture généralisée de la persistance
en base factorielle est bien évidemment
quilexiste une persistance maximalepg .

M. Diamond et Daniel Reidpath ont
montré que cette conjecture en base fac-
torielle est fausse. Leur méthode vaut aussi
pour la « persistance a la Erdés » (on ne
multiplie que les chiffres non nuls), qui,
en base factorielle, est elle aussi résolue
par la négative.

Voici le raisonnement de M. Diamond
et D. Reidpath. Enbase 10, les chiffres uti-
lisablessont0, 1, ...,,9. En base factorielle,
les chiffres utilisables pour le n-ieme chiffre
a partir de la droite sont les nombres de 0
an (le chiffre le plus a droite est un 0 ou
un 1,acété c’estun0,un 1 ouun 2, etc.).

De cette remarque, il sS’ensuit que tout
nombre N aunantécédentM (un nombre M
dont le produit des chiffres de I'écriture
en base factorielle est N) ne comportant
aucun0.Cestlenombre M=N11..1_avec
(N—1]) fois le 1, qui est bien une écriture
correcte d'un nombre dans la base facto-
rielle, puisque son N-iéme chiffre a partir
de la droite est compris entre 0 et N. Si
tout nombre a un antécédent, il ne peut
y avoir de maximum a la persistance en
base factorielle: onpartde A, =11.=3
(dontlapersistance est 1), on considére son
antéce',=dentA2:311F,puisI’antécédentA3
de A2, etc. Par construction, le nombre AN
posséde la persistance N. Il n'y a pas de
persistance maximale.

En fait, la méthode décrite fonctionne
pourtoutes les bases a pas variable oules
pasb,nesontpasbornés. Celasuggere une
nouvelle et derniére conjecture (plus difficile
que toutes les autres !) que je propose ici
pour la premiére fois::

— Pour toute base a pas variable dont
les b; sont bornés par une constante, la
persistance multiplicative (simple ou ala
Erdés) est elle aussi bornée.

[lest peu probable que nous soyons la
sous un lampadaire ! ]
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