simulation de R. Berger que le probléme
du pavage estindécidable... et qu'il existe
doncdesensembles de pavés apériodiques.

Nest-il pasremarquable que la démons-
tration del'existence d'ensembles de pavés
apériodiques provienne d’une préoccupa-
tion théorique concernant la décidabilité
algorithmique, théorie que certains pensent
sans intérét pratique ?

Mais on attend des théoriciens qu’ils
sachenttraduire concretement leurs préoc-
cupations abstraites. R. Berger, exploitant sa
démonstration d’indécidabilité,enatiréla
définition effective d'un ensemble de pavés
forcant la non-périodicité. Dans sa thése,

R d
egards

il construisit un tel jeu de 20426 formes.
Deés lors, on commenca a rechercher des
jeux de pavés apériodiques comportant
un plus petit nombre de formes de base.
R. Berger réduisit ses 20426 pavés
4 104. Donald Knuth (I'informaticien créa-
teurdutraitement de texte mathématiques
TeX) amenaalors le record 3 92. D’année
en année, des ensembles apériodiques
plus petits ont été découverts. On passa
ainsia 40 (H. Lduchien 1966),2a 35 (Ra-
phael Robinson en 1967), & 34 (Roger
Penrose en 1973), 3 16 (Robert Ammann
en 1978). En 1971, Robinson découvrit
un ensemble de six pavés apériodiques

(voir la figure 3a). La démonstration de
I'apériodicité, dans ce cas comme dans
bien d’autres, se faiten ajoutant des tracés
colorés sur les pavés (voir la figure 3b).

Quandoncompose unpavage, cestracés
forment deux systémes de carrés emboi-
tés, enorange eten vert (voirla figure 3c).
Les carrés ainsi créés sont de taille aussi
grande qu'on le veut et on montre que c’est
nécessairement le cas pour tout pavage
réalisé avec les six pavés de Robinson. Si
un pavage périodique était possible avec
ces pavés, ilyauraitune taille maximale de
carrés. Le faitqu'ilexiste des carrés de taille
aussigrande qu’on le veut prouve que tous

Des pavages plus ou moins compliqués

périodique et cela suggére une
hiérarchie des pavages non pério-
diques. Un pavage est quasi-pério-
dique si, pour tout motif M quiy ap-
parait, il existe un entier n tel que
M apparait dans tout motif cou-
vrant un disque de rayon n. Les pa-
vages quasi-périodiques sont donc
ceux qui font apparaitre tout motif
de maniére réguliére et pas trop es-
pacée. lls sont un peu moins simples
que les pavages périodiques, mais
leur désordre reste modéré. Tous les
pavages réalisables avec les pavés
de Penrose sont quasi-périodiques.
Dans le cas de pavages quasi-pério-
diques de Penrose (photographies
ci-dessous), tout motif fini que I'on

Q uasi-périodiquesignifie presque

trouve dans |'un se retrouve dans
tout autre. Il est facile de concevoir
des pavages qui ne sont pas quasi-
périodiques. C'est par exemple le cas
des deux pavages non périodiques a
base de triangles ayant une sorte de
point central (voir la figure 2). Une
questionnaturellesepose :puisqu‘on
peut forcer la non-périodicité, peut-
on forcer la non-quasi-périodicité ?
Autrementdit: peut-on trouverun
ensembledepavésquipaventleplan,
mais seulement en dessinant des pa-
vages qui ne sont pas quasi-pério-
diques (contenant donc une sorte de
grand désordre) ? La réponse est né-
gative: si un ensemble de pavés re-
couvre le plan, alors il peut en parti-
culier le faire de maniére quasi-pé-

riodique. Ce beau théoreme, que le
chercheur francais Bruno Durand a
établi en 1999, signifie que le type
de désordre exprimé par la proprié-
té de non-quasi-périodicité ne peut
pas étre forcé par des régles locales.

La non-quasi-périodicité est une
formededésordre, maislanon-calcu-
labilité aussi, et cette fois on peut la
« forcer ».William Hanfet Dale Myers
ont en effet démontré en 1974 qu'il
existe des ensembles de pavés qui
pavent le plan, mais ne le font que
demaniéere non calculable:aucunal-
gorithmen'indique commentlefaire;
pour paver le plan, il faut procéder au
hasard et avoir de la chance !

Dans cette veine, un autre ré-
sultat a été démontré en 2008 par

B. Durand, Leonid Levin et Alexan-
der Shen. Il pousse a son extréme
cette étude du forcage par un en-
semble fini de pavés. Son énoncé
indique qu'il existe des ensembles
de pavés qui forcent une croissance
rapide de la complexité des dessins
produits par tout pavage.

Tout pavage possible est tel que
pour en décrire un motif couvrant
un disque de rayon 7, il faut un pro-
gramme de longueur au moins pro-
portionnelle a n (la complexité de
Kolmogorov du dessin est au moins
proportionnelle a n, c'est-a-dire au
moins égale a Cn pour une certaine
constante €). Un tel ensemble de pa-
vés force donc une grande complexi-
té des dessins.
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les pavages du planréalisables avec les six
formes de Robinson sont non périodiques.

Grace aR. Penrose, ce bel ensemble
de six pavés apériodiques fut d’abord
battu par un ensemble de trois pavés,
puis parun ensemble de deux pavés (voir
I'encadré page 125).

En 1979, R. Penrose, fier de sa décou-
verte, fit breveter les motifs produits par
ses pavés apériodiques — une procédure
d’appropriation de formes géométriques
surlaquelle on peuts’interroger! En 1997,
I'épouse de R.Penrose acheta par hasard
desrouleauxde papier hygiénique produits
parlafirme Kleenex dont le motif décoratif
était'un des pavages brevetés. Sans doute
furieux de voir samerveilleuse découverte
mathématique chargée d’'une tache indigne,
R.Penrose engagea des poursuites contre la
firmeindélicate. |l gagna. Carl Morris raconte
qu'en 2002, unde ses professeurs de mathé-
matiques de 'Université de Cardiff, quiavait
puacheterquelques précieuxrouleauxavant
leurretrait des magasins, offrait une feuille
décorée aux étudiants obtenant les trois
meilleures notes a ses examens.

Les pavages apériodiques ont longtemps
été considérés comme une simple curiosité
mathématique sans applications autres que
ludiques ouesthétiques.Cependant,en 1982,
Dan Shechtman, chercheur israélien alors
invité a I'Institut américain des normes et
de la technologie (le NIST), sapercut qu’un
alliage d’aluminium et de manganese pro-
duit, quand il est éclairé par des rayons X
monochromatiques, des figures de diffraction
ayantune symétrie d’ordre cing, c’est-a-dire
analogue a celle d'un pentagone régulier
(voir la figure 4]. Cétait fort étonnant, car
aucune structure cristalline périodique ne
peutproduire de telles figures de diffraction.

Cette découverte des « quasi-cristaux >
était si inattendue que le chercheura eu
dumalapubliersadécouverte. Finalement
admise etconfirmée, elle conduiraen 1992
alamodification de la définition des cris-
taux par 'Union internationale de cristal-
lographie, définition qui ne retient que le
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3. LES SIX PAVES DE ROBINSON (a)
ne peuvent construire qu’un pavage
apériodique. Pour le prouver,

on leur superpose des tracés colorés [b)]
qui, lorsqu’on assemble les pavés [c),

forment des carrés aussi grands
que l'onveut.

4. UNE FIGURE DE DIFFRACTION
présentant une symétrie d'ordre 5.

caractere discret de la figure de diffraction
des rayons X, sans imposer d’ordre aux
symeétries observées.Eten2011,D.Shecht-
man regut le prix Nobel de physique pour
sa découverte.

Lespremiers quasi-cristaux étaienttous
artificiels, mais en 2009 un quasi-cristal
naturela été découvertdansles montagnes
de Koriakie, en Russie. Son origine extra-
terrestre ne semble faire aucun doute !

Lelienavecles pavages apériodiques,
dont certains sont construits a partir de
pavés ayant une symétrie d’ordre 5, ou
liés au pentagone régulier (comme cest
le cas pour le pavage kite-dart de Penrose
a deux pavés), s'est révélé essentiel pour
comprendre la nature des quasi-cristaux.
Descentaines d'articles scientifiques ont été
publiés surle sujet et, aujourd’hui, tout livre
de cristallographie consacre des pages aux
quasi-cristaux et aux pavages apériodiques.
Parmiles pointsimportants, mentionnons la
compréhension que les pavages quasi-pério-
diques proviennent parfois de la projection
de structures périodiques appartenantades
espaces de dimension supérieure.

Eninformatique, les pavages apério-
diques se sontrévélésintéressants dans
le domaine du graphisme et de lasynthese
d’'images. Pour engendrer des textures ou
pour disposer des séries de nombreux
objets dans une image, la solution la plus
simple consiste arecopier périodiquement
une structure de taille limitée. La répétition
périodique, trop visible, donne un aspect
peu naturel au résultat (voirla figure 5).
D'oulidée d'utiliser un pavage apériodique
qui évite d’avoir a utiliser de 'aléa ou du
pseudo-aléa, comme I'ont montré Adrien
Peytavie, Eric Galin, Jérome Grosjean et
Stéphane Merillou en 2009.

Indépendamment des applicationsalacris-
tallographie etal'infographie, une question
simple et fondamentale est restée posée
depuis la découverte par R. Penrose d’un
ensemble de deux pavés forgant la non-
périodicité: peut-on forcer lanon-périodicité
avec un seul pavé ? Ce probléeme porte le
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