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4. Fractale arithmétique 5. Promenade sur un nombre

e mathématicien expérimentateur Benoit

Cloitreaobservérécemmentunefractalesim-
plementtiréedesentiersen considérantleurdé-
compositionenproduitde facteurs.Notonsp(n)
lenombrededécompositionspossiblesd'unen-
tiernenproduits.Parexemple,p(6)=3,car6peut
s'écrire60ou2 x30u3x2;p(12) =8, car 12
s'écrit12,2 x6,6x2,3x4,4%x3,2x2x3,
2 x 3 x20u3 x2 x2.B.Cloitre considere S,
=p(1) +p(2) + ... + p(n) — K(n), ol K(n) est
une fonction simple de n, et représente sur un
graphe les points (n, S,). Cela fait alors surgir
une image fractale, qui oscille autour de 0. Un
beau sujet d'étude en résulte, qui améliorera
peut-étre la compréhension des nombres pre-
fsniers, sous-jacents aux valeurs de p(n).
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n lit les chiffres en base 4
dunombreréelrauquelon
s'intéresse, et on fait se dépla-
cer un point sur le plan. Selon
que le chiffre lu est ‘0’, 1", 2"
ou'3’, ondéplace le pointd'une
unité vers la droite, vers le
haut, vers la gauche ou vers le
bas. C'est la promenade asso-
ciéear.
L'image d'un million de
chiffres de e = 2,7182845...

donne ainsi une promenade qui
ressemble a une marche aléa-
toire, analogue a celle que le
mouvement brownien produit.
Il en va de méme pour la plu-
partdesirrationnels rencontrés
en mathématiques: , In(2),
V72, etc.

Le nombre de Champer-
nowne en base 4 est ordonné
(voir sa définition dans le
texte). En conséquence, la pro-

menade correspondante n’est
plus du tout celle d'un mouve-
ment brownien, ce que I'ceil
percoit de maniére évidente.
Les images reproduites ont été
réalisées par Francisco Aragon
Artacho. On en trouvera
d‘autres en http://walks.car-
ma.newcastle.edu.au/

Les promenades sont dessi-
nées a partir d'un million de
chiffres.

Promenade associée
aunombre e

Promenade associée
au nombre de Champernowne -~
en base 4 -

999998753064959999999999999999
999998902697164799999999999999
999999022402928639999999999999
999999120162635775999999999999
999999201378392473599999999999
999999269831673118719999999999
999999328245...

Lalongueurdes séries non organisées
quiséparentles séries uniformes augmente
quand onavance dans la suite des chiffres.
Le désordre s’y faitun peu attendre, mais,
en définitive, il 'emporte.

Une autre fagon d'utiliser les chiffres d’'un
nombre pour tenter d'y déceler des régu-
larités consiste a leur faire construire des
parcours du plan qui,dans le cas de nombres
auxdécimales aléatoires, seront analogues
auxtracés laissés parune particule soumise
au mouvement brownien. On prendra par
exemple le nombree=2,71828... (base du
logarithme népérien) qu'on écriraen base 4.
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Partant d’un point quelconque du plan, on
lirade gauche a droite les chiffres dee, un
aun, en déplacant le point courant d’'une
unité vers la droite si le chiffre lu est ‘0’,
d’une unitéversle hautsic’estun‘l’, d’'une
unité vers la gauchesic’estun ‘2’ etd’une
unité vers le bas sic’estun ‘3’. Ce point ainsi
promené surle plan suit un cheminement
qui refléte les propriétés du nombre réel
étudié (voir 'encadré 5).

La page Web http://gigapan.com/
gigapans/106803 propose une image
tres détaillée du parcours obtenu avec
100 milliards de chiffres de . Sa taille
est de 372224 pixels sur 290218, soit
plus de 108 milliards de pixels. C’est peut-
étre la plus grande image mathématique
jamais calculée.

Le plus souvent, ce procédé de
construction d’'une image associée a un
nombre ne montre rien de bien particulier.
Lacourbe obtenue présentele mémeaspect
général que les courbes provenant des
lancers d'un dé équitable a quatre faces

(cela existe !), le tout ressemblant 3 un
mouvement brownien.

[l'y a quelques exceptions, dont le
nombre de Champernowne de la base 4.
lls’agitdunombre réel Ch4 dont les chiffres
sontconstitués des entiers écritsenbase 4
(1,2,3,10,11,12,13,20,21,22,23, 30,
31, 32, 33, etc.] mis les uns derriére les
autres, ce quidonne: Ch4 =0,12310111
2132021222330313233...

Le parcours associé est trés différent
d'unmouvementbrownien.Mais ce n’estpas
étonnant, puisque la définition du nombre
de Champernowne résulte d’un choix par-
ticuliertres structuré des chiffres. Comme
pourle nombre qui produirait pixel par pixel
votre portrait, on ne trouve dans 'image de
ce chemin que ce qu'on y a mis en le défi-
nissant. D'ailleurs, on peut aussifabriquer
un nombre dont'image parle procédé de
lapromenade sera votre portrait, cette fois
dessiné a l'aide d'un trait continu !

Le mathématicien expérimentateur
B. Cloitre a exploré d’autres procédés de
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es promenades obtenues directe-

ment a partir des chiffres d'un
nombre (voir I'encadré 5) sont, sauf
dans de rares cas, décevantes et
produisent des résultats d‘allure
semblable a une marche aléatoire.
Mais Benoit Cloitre a découvert un
intéressant procédé de choix de la
direction de déplacement du point
courant.

Un nombre réel r étant donné,
avec deux parameétres entiers a etb
(par exemple 3 et 1), il calcule la
partie entiere du produit r(an + b)
pourn=1,2,3,..., puis, selon que
le résultat est pair ou impair, il fait
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tourner la direction de déplacement
dupointcourantde /3 oude-2mw/3
(d'autres angles peuvent étre choisis
et donnent aussi de surprenants
résultats). On observe des prome-
nades qui, cette fois, ne sonten rien
aléatoires et qui, selon le nombrer,
dessinent des figures géométriques
complexes, mais toutes tres spéci-
fiques des nombres essayés. Pour
chaquer, on est tenté de considérer
le dessin produit comme une em-
preinte digitale de r (dligit veut dire
chiffre en anglais).

B. Cloitre a tiré plusieurs conclu-
sions de |'étude de ses promenades.
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o Sile chemin estnon borné et ne
reste pas entre deux paralléles, alors
la constante est irrationnelle (I'in-
verse n'est pas toujours vrai). Cette
propriété (démontrée) fournit un
outil pour prédire la nature irration-
nelle ou non d'une constante.

e Les promenades sont souvent
autosimilaires (on retrouve la forme
générale en plus petit dans |'image).
A chaque nombre, le procédé de
B. Cloitre donne ainsi le moyen d'as-
socier une forme d‘allure fractale.

¢ On note des différences signifi-
catives entre les constantes. Les
chemins pour V2 et ¢ (le nombre

d'or) se développent plus vite et ont
plus d'amplitude le long de I'axe
des x. Pour les multiples de 1 et de
la constante mathématique ~y (la
limitede1+1/2+1/3+...+1/n=In(n)
quand n tend vers l'infini), il y a
beaucoup de recoupements et le
cheminement se tasse. De toute
évidence, ces promenades rendent
visuelles des propriétés profondes
des nombres.

Ici, chague promenade est dessi-
née pour 1500000 étapes, pour
a=1ethb=0.Voir: https://dl.
dropboxusercontent.com/u/
46675017/FractalWalks160ct.pdf
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