3. Calculer le PGCD

e principe de |'algorithme géométrique

de calcul du plus grand commun diviseur
de deux nombres (PGCD), qui est une va-
riante de |'algorithme d’Euclide, est le sui-
vant. On part des deux nombres auxquels
on s'intéresse, par exemple 8 et 3. On sous-
trait 3 a 8 autant de fois que c’est possible:
8-3=5,5-3=2; puis on soustrait 2 a 3
autant de fois que c'est possible:3 -2 =1;
puis on soustrait 1 a2 autant de fois que c'est
possible:2—1=1,1-1=0. Le dernier ré-
sultat non nul obtenu est le PGCD. Dans ce
cas, c'est le nombre 1, ce qui signifie que 8
et 3 sont premiers entre eux.

Si, au lieu de deux nombres dont le rap-
port est rationnel, on place au départ deux
nombres dont le rapport est irrationnel, I'al-
gorithme géométrique de calcul du PGCD crée
unpointd‘accumulation.C'estlafagon laplus
économique d’en créer un.
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données unprogramme Petindiquantsans
jamais se trompersi P vas’arréter ou tour-
ner indéfiniment. Une multitude d’autres
problémes sontalgorithmiquement indéci-
dables. Lasolution du dixiéme probléme de
Hilbert, obtenue en 1970 par Yuri Matias-
sevitch, donne un exemple de probléme
algorithmiquement indécidable plus naturel
que I'arrét d’'un programme. Savoir si une
équation polynomiale a coefficients entiers
(parexemple x? + 5y% = 129) posséde des
solutions en nombres entiers (pour notre
exemple, laréponseestouicarx=2,y=>5
convient] estun probléme algorithmique-
ment indécidable.

La question énoncée a propos des
calculsinfinitaires se reformule en: l'arrét
des programmes classiques est-il déci-
dable dans le monde des signaux ? Peut-
on trouver des algorithmes pour signaux
qui résolvent le probléme des équations
polynomiales ?

Laréponse atoutes ces questions est 0UI !
L'utilisation des points d’accumulations,
permise parle monde de signaux, rend déci-
dable ce quine I'est pas dans les mondes
discrets. Bien sUr, le sens de tels résultats
doit étre analysé avec prudence. Certes, si
on pouvait créeravec une parfaite précision
des systémes de signaux (soit avec des
particules, soitavec d’autres éléments phy-
siques] et que ces signaux calculaient sans
commettre lamoindre erreur, on disposerait
d’outils dont le pouvoir dépasserait tout ce
que les ordinateurs classiques réalisent:
certaines indécidabilités seraient levées.

Cependant, cela ne semble guére
envisageable. D’'une part, la précision de
toute mesure estlimitée dans notre espace
physique. D’autre part, il estimpossible de
mettre en place des configurationsinitiales
parfaites de signaux (sans la moindre
approximation pour les positions et les
vitesses), perfection nécessaire pour mener
des calculs avec points d’accumulation. Les
résultats obtenus concernant les calculs
avec points d'accumulation n'ont donc qu'un
intérét théorique.

Notons toutefois que plusieurs études,
menées en particulier parIstvan Németi et
Gergely Székely, de IInstitut mathématique
de ’Académie hongroise des sciences, pro-
posentdes modeles physiques de calcul ou
dessortesde points d'accumulation sont phy-
siquement réalisés et utilisés. Ces modeles
exploitent soit des trous noirs véritables,
soitdes courbes fermées de l'espace-temps
relativiste. Le concept d’espace-temps de
Malament-Hogarthaméme été introduit pour
désigner ces situations ol un pointde 'es-
pace-temps posséde un passé causal infini
etpeutdoncrecevoiruneinformationsurle
déroulementd'un calculinfinipassé, comme
c’estle cas pourles points d’accumulation
des mondes de signaux. Si nous pouvions
contrélerou fabriquerdes trous noirs ou des
courbes fermées de 'espace-temps, nous
|éverions les limitations imposées par les
ordinateurs discrets.

Indiquons encore un autre type de
résultats obtenu parles chercheurs explo-
rant le monde des signaux. Tout nombre
réel algébrique (par exemple V2] et de
nombreuses constantes mathématiques
usuelles (1, e, log 2, etc.) sont calculables
dansle monde des signaux par des disposi-
tifs oU, initialement, toutes les particules ont
des positions et des vitesses rationnelles
(c’est-a-dire exprimables comme rapport de
deuxentiers). Dans le monde des signaux,
grace aux points d’accumulation, on peut
connaitre parfaitement des nombres qui
ne sontpas rationnels, et une fois qu’on les
connait, on peut bien sdrcalculeravec eux.

L'étude desnombres qu’on peut connaitre
avecles calculs de signauxa conduiten 2009
aleurcaractérisation. Sontaccessibles dans
le monde des signauxtous les nombres réels
pouvant s’écrire comme une différence de
deuxnombres récursivement énumeérables
(quisontles nombres obtenus comme limite
croissante d'une suite de nombres rationnels
calculable paralgorithme).

Le nombre T estrécursivement énumé-
rable, donc calculable dans un monde de
signauxou toutes les données initiales sont
des nombresrationnels (grace, parexemple,
alasériem=4/1-4/3+4/5-4/7 +4/9
—...). Certains nombres réels ne sont pas
calculables parsignaux. Eneffet,lesnombres
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