Rendez-vous

5. Les ordinateurs prendront-ils le pouvoir?

es logiciels de calcul formel, de démonstration

automatique et les assistants de preuve (qui aident le

mathématicien a écrire des démonstrations sans erreur)

conduisent a une pratique des mathématiques ou I'ordinateur

tient un réle de plus en plus important.

Dans un article intitulé Post-
Human Mathematics, le mathé-
maticien-physicien David Ruelle,
professeur honoraire a I'lHES,
s'interroge sur l'avenir des
mathématiques quand les ordi-
nateurs y joueront un role peut-
étre devenu dominant (http:/
arxiv.org/pdf/1308.4678.pdf).

«Ma conclusion temporaire
est que nous ne pouvons pas
exclure que les ordinateurs
puissent penser, mais que s'ils y

arrivent, alors ce sera d’'une
fagon tres différente de celle des
humains. La situation est un peu
semblable a celle de la chimie
organique de synthése: la
synthése de composés orga-
niques n'est pas impossible, loin
de Ia, mais on y arrive en géné-
ral en procédant d’'une fagon
tres différente des organismes
vivants. [...] Les mathématiques
d’aujourd’hui sont une
construction humaine ou les

ordinateurs sont de plus en plus
utilisés, mais ne jouent pas un
réle créatif.

La situation pourrait chan-
ger: les ordinateurs pourraient
devenir créatifs, et puisqu’ils
fonctionnent d’'une maniére
trés différente des cerveaux
humains, ils pourraient
produire des mathématiques
trés différentes. [...]. Je ne suis
pas impatient de voir les ordi-
nateurs remplacer les mathé-
maticiens humains. Ce serait,
ou ce sera, une chose triste a
certains égards, mais je ne
veux pas étre aveugle a cette
éventualité. Les effets de la
synthése organique industrielle
sur ’humanité ont été

énormes, ce fut parfois bien et
parfois terrible, mais aucun
retour en arriére a I'époque
pré-Wohler n'est possible. De
méme, les mathématiques
entrent probablement dans
une ére nouvelle, et il est sans
aucun doute intéressant de
deviner ce qu'elle sera.»

partie entiére de x, utilisée ici pour avoir des
suites de nombres rationnels).

L’équation dont () est solution est donc
insoluble en ce sens qu’aucune méthode
ne sera jamais efficace pour en calculer
la solution méme de maniére approchée.
Cette forme d’insolubilité pratique que la
théorie du calcul et la logique mathématique
nous offrent ici est loin d’étre la seule que
le XX® siécle a mise en évidence. Elle pro-
longe les résultats d’insolubilité de Ruffini,
Abel et Galois.

Nous qualifierons cependant tous ces cas
d'insolubilité de bénins : on sait que I'équa-
tion n'a pas de solution ou on sait que, du
fait de sa nature, elle a des solutions qu’on
ne connaitra que de maniére approchée et
méme parfois sans pouvoir controler lerreur,
mais au fond, 'équation est quand méme
traitée. Ce quiimporte pour le mathématicien
etencore plus pour l'ingénieur qui perfectionne
les programmes de calcul formel est la mise
au point de méthodes générales permettant
de résoudre une famille d’équations.

’8 Logique & calcul

Enalgébre linéaire, on sait par exemple
comment s’y prendre face a n'importe quel
systéme d’équations du type:

x+2y+3z=1,
x+3y+2z=1,
x+y+2z=1,

dontx =y =z = 1/6 est 'unique solution,
ce qu'un logiciel de calcul formel trouve im-
médiatement. La présence de coefficients
irrationnels ne géne pas un bon logiciel, qui
résoudra sans plus de peine un systéme
tel que:

X+2y+3z=m+5,

2x+3y+2z=2m+5,

3x +my +mz = 5,
dont les solutions sontx =1,y =z = 1.

Des algorithmes mis au point par les
mathématiciens sont introduits dans le
programme des logiciels de calcul formel. lls
traitentdonc parfaitement des familles entiéres
d’équations et de systémes d’équations, voire
d'inéquations. La question est alors de savoir
si on pourra toujours aller plus loin dans la
mise au point d’algorithmes qui fonctionne-
raient pour des familles variées d’équations
et d'inéquations, de plus en plus vastes.

Parexpérience, on sait depuis longtemps
qu'il est difficile de résoudre les équations

polynomiales a coefficients entiers comme
X%+5Y3+27%=11 donton cherche des solu-
tions entieres. Ces équations sont dites dio-
phantiennes (en'honneur du mathématicien
grec Diophante d’Alexandrie]. David Hilbert
affirma en 1900 qu'il nexistait probablement
pas deméthode générale pourlesrésoudre. lun
des grands succes de lalogique mathématique
futde donnerunsens et une démonstrationa
cetteintuition. Achevantun travail commencé
par les chercheurs américains Martin Davis,
Hilary Putnam et Julia Robinson, le mathéma-
ticien russe Yuri Matiyasevich prouva en 1970
qu'il n'existe pas d’algorithme permettant de
savoir, pour toute équation diophantienne, si
elle a ou non des solutions entiéres.

Cette «indécidabilité du dixieme probléme
de Hilbert » signifie que les logiciels de calcul
formel ne sont pas tout-puissants. Jamais on
n'en programmera un qui, face a n'importe
quelle équation diophantienne, saura dire
si elle possede des solutions entiéres, et a

fortiori les déterminer quand il y en a.

Aujourd’hui encore, on s’intéresse aux
équations diophantiennes. On recherche non
plus des solutions qui soient des nombres
entiers, mais des nombres appartenant a
d’autres structures algébriques. Des résultats
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