positifs et négatifs sont obtenus, précisant
le paysage de I'insolubilité selon les familles
de nombres que I'on considere. Le travail du
mathématicien est devenu double : trouver
des méthodes algorithmiques de résolution
pour des familles d’équations les plus larges
possible et, le cas échéant, démontrer que
de telles méthodes n'existent pas.

Kirsten Eisentrager et Alexandra Shlapen-
tokh ontainsiétablien 2013 unrésultat tres
général résolvant le dixieme probléme de
Hilbert pour les équations diophantiennes
dontonrecherche les solutions parmiles fonc-
tions. Assez étrangement, un probléme trés
simple de cette catégorie reste obstinément
mystérieux: celui des nombres rationnels.
En effet, on ignore s'il existe oui ou non un
algorithme permettant de trouver les solutions
rationnelles de toute équation polynomiale
a coefficients rationnels.

Terminons en mentionnant un résultat inat-
tendu qui montre que méme la vérification
d'une formule ou sa simplification pose parfois
d’'insurmontables difficultés.

SionvoussoufflequeX=1,Y=2etZ=3
estune solution de 'équation diophantienne
X2+2Y3-37-8=0,vous naurezaucun mala
le vérifier (il suffit de remplacer les variables de
la partie gauche par les valeurs proposées, et
de faire le calcul). Vérifier une identité semble
étre une simple question de patience qu’un
ordinateur sera toujours capable de mener.
Controler que des solutions proposées pour
une équation sont correctes est une tache
plus facile qu'en trouver les solutions: c'est
la fameuse asymétrie entre «trouver> et
«veérifier>, si utile en cryptographie. Pour-
tant, méme le travail de vérification peut étre
difficile:il existe des familles de problemes de
vérifications qu'aucun algorithme ne traitera
jamais parfaitement.

Parmi les identités faisant interve-
nir les fonctions sinx et cosx, on a la
fameuse relation sin?x + cos?x = 1, ainsi
que sin 2x =2 sinx cos x, dont on déduit par
exemple : 4sin®x cos®x + cos?2x—1=0.
Un logiciel de calcul formel trouve effective-
ment 0 quand on lui demande de simplifier
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4sin®x cos?x +cos? 2x— 1. Plus compliqué
(jaiessayé!), il trouve aussi que 2 sinx cosx
+4cos3x -3 cosx —sin 2x— cos 3x vaut 0
pour tout x.

Face a de telles identités, dispose-t-on
de méthodes de simplification efficaces et
générales, c’est-a-dire garantissant que si
on leur donne une expression identiquement
nulle, elles s’en apercevront ?

Le théoréme de Daniel Richardson, démon-
tré en 1968 et récemment perfectionné par
Mikloz Laczkovich, indique que, Ia encore, le
pouvoir des algorithmes est limité. Ce théo-
réme décrit une catégorie de problemes de
simplification qu'aucun algorithme ne sera
jamais capable de traiter parfaitement.

D.Richardson considére toutes les expres-
sions désignant des fonctions d'une variable
réelle et construites en utilisant des nombres
rationnels, les constantes et In (2), les fonc-
tions sinx, expx et Ix| (valeur absolue de x),
et les opérations d’addition, de soustraction,
de multiplication et de composition de fonc-
tions. lldémontre qu'aucun algorithme ne peut
reconnaitre toutes les expressions désignant la
fonction nulle. Autrement dit, aucune méthode
automatique ne sera jamais capable de sim-
plifier toutes les formules qui peuvent I'étre.

Une multitude de résultats de ce type
sont maintenant connus concernant les
équations entre mots, entre matrices, entre
fonctions, ou concernant le calcul automa-
tique des primitives. lls nous apprennent que
I'automatisation des taches de calculs et
de résolution d’équations est limitée dans
toutes les directions. Cela n'empéche pas
des progres continus dans la programmation
des calculs mathématiques et, au contraire,
permet d’y étre plus efficaces.

Le travail de ceux qui améliorent les
logiciels de calcul formel présente un double
visage : d'une part, identifier ce qui est im-
possible en prouvant des résultats comme
ceux de Y. Matiyasevich et de D. Richardson,
afin d'en déduire des objectifs raisonnables;;
d’autre part, rechercher des bons algorithmes
qui meéneront des calculs de plus en plus
complexes, rapides et variés. Les équations
insolubles sont au cceur des mathématiques
depuis I'Antiquité. C’est en les maitrisant et
en les comprenant que, bien souvent, les
mathématiques avancent. u
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Les X-men, des mutants prometteurs

Capables de traverser des murs ou de manipuler des flammes, les X-men sont
des humains dont I'ADN a subi des mutations. Est-il possible d’identifier la nature
de ces mutations a la lumiére des connaissances actuelles en génétique ?

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUC(Q

‘avertissement adressé aux
hommes par Kitty Pryde, alias
Shadowcat, résume [lintrigue
de l'univers des X-men: « Nous
sommes des mutants. Nés différents des
humains de base, avec un génome amélioré
quinous confere des superpouvoirs. Sivous
nous énervez, cesta vos risques et périls. »
Cette mutante capable de traverser la
matiere — tel le Passe-muraille de Marcel
Aymé — et les autres X-men sont a nouveau
alécran dans le film X-men, Days of Future
Past de Bryan Singer. Cet épisode dépeint
l'origine complexe du conflit entre les mutants
quicroient que 'humanité peut les accepter et
ceuxquine le pensent pas et veulent l'extermi-
ner. Mais qui sont ces étranges personnages
etque nous apprennent-ils sur les mutations
génétiques et la biologie de I'évolution ?
Imaginés par le scénariste Stan Lee et
le dessinateur Jack Kirby, les X-men sont
des personnages de bandes dessinées qui
apparaissent pour la premiere fois en 1963
aux Etats-Unis, dans les pages de I'éditeur
Marvel Comics, et en 1970 en France dans
larevue Strange. Ces étres présentent des
mutations génétiques quileur conférent des
pouvoirs comme l'invisibilité, la télépathie
ou latélékinésie —ils sont capables de com-
muniquer et de déplacer des objets par la
pensée. Mais ces pouvoirs, qui s'expriment
en général a partir de 'adolescence, peuvent
vite devenir des malédictions s'ils ne sont
pas maitrisés. Le professeur Charles Xavier,
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1. LES X-MEN SONT DES MUTANTS dotés
de différents superpouvoirs. Ce film retrace
le conflit entre deux chefs mutants et raconte
comment ces étres sont acceptés ou rejetés
par la société.
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mutant doté de pouvoirs psychiques, crée
P'«Ecole pourjeunes surdougs > qui enseigne
aux mutants a se connaitre, se controler et
étre capables de vivre en bonne intelligence
avec les humains «normaux ».

Mais les X-men sont sujets a des per-
sécutions: ils sont espionnés, fichés et
certains humains confondant mutation et
maladie veulent méme les vacciner, voire les
exterminer. Leur histoire ressemble a celle du
roman A la poursuite des Slans d’Alfred van
Vogt (1940] qui met en scéne des mutants
télépathes pourchassés par les hommes.
Dans les aventures des X-men, Magneto, le
chef des mutants rebelles, est un rescapé
des camps de concentration nazis.

Si ces histoires de mutants, aussi vio-
lentes soient-elles, font 'apologie du respect
d’autrui et du droit a la différence, elles ne
nous expliquent pas ce qu'est une mutation.

En biologie, un mutant est un organisme dont
linformation génétique —sa séquence d’ADN
ou d’ARN dans le cas de certains virus— a
été modifiée. Il existe de nombreux types
de mutations. Pour déterminer celles qui
affectentles X-men, voyons d’abord comment
ces mutants apparaissent. Les parents trés
ordinaires dujeune Saint-John Allerdyce (alias
Pyro] sont sidérés lorsqu'ils le découvrent
jouant avec le feu et capable de projeter a
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