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4. Le probléme des suites de de Bruijn en dimension 2

En dimension 2, le probleme
des suites de de Bruijn devient
celui des tores de de Bruijn.
Pour n=2, il existe
16 carrés 2 x 2 composés de 0
etde1(a).

La question est: peut-on
remplir de 0 et de 1un
carré 4 x 4 représentant la
surface d’un tore (les bords haut
et bas sont collés, les bords droit
et gauche sont collés) de telle
fagon qu'en faisant glisser une

petite fenétre carrée de

taille 2 x 2 sur les 16 positions
possibles qu'elle peut prendre,
on trouve les 16 carrés 2 x 2
énumérés ci-dessous? Une
solution est figurée en b.

Sia la place de deux
symboles, on en considére
quatre, il y a cette fois 44 = 256
carrés possibles de taille 2 x 2,
et on peut donc (au mieux)
espérer utiliser la surface carrée
d’un tore 16 x 16 pour énumérer

le schéma c.

b

par fenétre glissante tous les
carrés possibles de taille 2 x 2
utilisant quatre symboles. Une
solution, figurée en couleurs, est

Si, a la place de quatre
couleurs, on utilise les quatre
facons de colorier un carré en
noir et blanc en le divisant par
une diagonale, on obtient un
intéressant tableau abstrait (d).

Un tel pavage de surface a un
intérét pratique. Un robot se

déplagant a la surface d’'une
piéce ol ce motif serait dessiné
pourrait, en observant unique-
ment les quatre carrés placés
sous lui et en utilisant une table
convenable (comme le magi-
cien avec son tableau caché),
savoir ou il se trouve
précisément.

Pour d'autres informations
sur cette variante du probléeme
de de Bruijn, voir:
http:/tiny.cc/9y96fx
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s'aidera d'un petit tableau (voirl'encadré 1)
quicontientles réponses. Il le placera dis-
crétement en un endroit oU lui seul peut
le voir, sur un petit carton qu’il a en main
ou collé sur le revers de sa veste, ou sur
un des objets utilisés pour son spectacle.

Reste une question: comment trouverles
suites de Nicolaas de Bruijn ?

La suite utilisée est celle-ci:

RRRRRNRRNRNNRRNNNNNRRRNNRNNN-
RNRN.
Ramenons-nous a des bits d'informationen
remplacantlesNpardes 1 etlesRpardesQ:
0000010010110011111000110111010
1.Comment trouverune telle suite binaire,
ouentrouverdautres, permettant de géné-
raliser le tour avec, par exemple, six spec-
tateurs et un jeu de 64 cartes ?

L'idée repose surunereprésentationen
graphe du probléme. Elle vanous conduire a
une solution générale qui prouvera que les
suites de de Bruijn existent pourtout ordre n.
llest plus simple d’expliquer laméthode avec
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unjeude seulement 16 cartes (on ne retient
parexemple que les ceeurs et les piques] et
quatre spectateurs:les couleurs des cartes
des quatre spectateurs dont prend connais-
sance le magicien fournissent maintenant
4 bits d'information au magicien; cela lui
permet de retrouver la coupe faite
dans le jeu de 16 cartes, elle
aussi est déterminée par 9
4 bits d’'information.
Le graphe ci-contre 0
permet de trouver 1
toutes les suites de de
Bruijn d’ordre 4. Il est @
composé de huit som-
mets qui sont les huit 1
triplets possibles de O et
de 1.0n atracé systéma-
tiquementun arc partant du
triplet abc vers le triplet bed (les
deuxderniers symboles deabc sontiden-
tiques aux deux premiers symboles de bed).
Onaécritdsurlarcquijointabcabcd. Cette
facon de dessiner le graphe assure que de
chaque sommet partent exactement deux
arcs, et que sur chaque sommet arrivent
exactementdeuxarcs.llyaentout 16 arcs.

n=4

R

Silon considére un chemin suivantune
sériedeflechesliées etpassantd’unsommet
aunautre, on construit une suite finiede O et
de 1. Parexemple, en partantdusommet 110
en haut, on passea 100, puisa 001, puisa
011, puisa 110.Auntel chemin, on fait cor-
respondre une notation compactée,

ici1100110,0obtenueennotant
les uns derriére les autres
les noms des sommets,
sans répéter les deux
1\  symbolescommunsa
deuxsommets consé-
@ cutifs (enbleu): 110-
100-001-011-110—
1100110.
Trouverune suite de
5 deBruijnd'ordre 4 consiste
/ maintenant a trouver un
cheminrevenantason pointde
départ (un «circuit » ) quipasse partous
les arcs une fois et une fois seulement. Un
tel circuit passe deux fois par chaque som-
metdu graphe, puisque de chaque sommet
partent deux arcs. Un tel circuit donne une
suite de de Bruijn, carsion écrit la notation
compactée du circuit, onytrouvera tousles
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5. Les graphes de de Bruijn pour I'assemblage des génomes

Les séquenceurs d’ADN
produisent de nombreuses
petites séquences extraites de la
longue séquence de quatre
lettres A, G, C, T a laquelle on s'in-
téresse (un géne, un chromo-
some, etc.). Les petites séquences
ont des parties communes qui
déterminent leur assemblage
correct. Une petite séquence

peut parfois s'assembler avec
plusieurs, et on est donc face a un
énorme puzzle: toutes les petites
séquences produites par les
machines doivent étre utilisées,
afin de ne déterminer qu'une
seule grande séquence.

Depuis les travaux de Pavel
Pevzner, Haixu Tang et Michael
Waterman, les méthodes utili-

sées pour traiter ces énormes
problémes combinatoires sont
fondées sur la recherche de
chemins eulériens dans des
graphes analogues a ceux de
I'encadré 3. Les sommets de ces
graphes (dont un exemple est
représenté ci-dessous) sont les
séquences données par la
machine et les arcs indiquent les

[GTAA|>[TAAT | ~[AATA |- ATAT |

<

TATA

i

paires de séquences ayant une
partie commune (car I'une
commence par ce qui est la fin
de l'autre). Mener I'assemblage
se ramene a trouver un chemin
eulérien dans le graphe.

Le probleme est rendu encore
plus difficile par certaines erreurs
présentes dans les résultats four-
nis par les machines a séquen-
cer. Les lettres en rouge
indiquent les endroits ot il y a
des erreurs de séquencage. La
mise au point de ces algorithmes

[TT6C ]~ [T6CC |~ GCCG}>[CCGT ][ CGTA

d'assemblages a base de

ATGC <
TGCT

[ATGA |~{TGAC | -[ GACC]-[ACCA]

GTAG |-~ TAGG |-~[AGGG|->| GGGT]—~] GGTA]
4

graphes de de Bruijn fut une

étape importante dans ['histoire

[TACT |-»[ACTA |- CTAT
67 |<

TACG ACGT

du séquencage et aujourd’hui
encore de nombreux travaux
sont consacrés au perfectionne-
ment de ces méthodes.

quadruplets possibles de O etde 1. En effet,
le circuit passe deux fois par tout sommet
(untriplet]; une premiére fois, il le quitte en
choisissantun 0, la seconde fois un choisis-
santun 1.Chaque quadrupletestobtenuune
seule fois, sinon le circuit passerait deux fois
parle méme arc.

Donnons un exemple. Soit le circuit pas-
santparlessommets 000-000-001-011-
110-100-001-010-101-011-111-111~
110-101-010-100.Sanotation compacte
est la suite de de Bruijn d’ordre 4 notée
0000110010111101.

On vérifie qu’en prenant quatre sym-
boles consécutifs, on obtient les 16 suites
possibles de 4 symboles O ou 1 dans l'ordre
suivant:0000-0001-0011-0110-1100-
1001-0010-0101-1011-0111-1111—
1110-1101-1010-0100-1000.

La démonstration compléte que, par
cette méthode, on trouvera des suites de de
Bruijn d’ordre n pour tout n est presque ter-
minge. Il suffit d'évoquerun célebre résultat
dethéorie des graphes dd a Leonhard Euler:
Théoréme d’Euler: Un graphe orienté pos-
séde un circuit empruntant tous les arcs
une fois exactement (dénommé circuit
eulérien) si et seulement si:
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—ilestconnexe (on peuttoujoursjoindre deux
sommetsenempruntantlesarcsdugraphe);
—achaque sommet, le nombre d’arcs entrants
estle méme que le nombre d’arcs sortants.

Pourles graphes considérésici, laseconde
condition du théoréme est vérifiée, carde
chaque sommet partent deux arcs, et en
arrivent deux. Pour la premiére condition,
il faut réfléchirun peu: partantde abc (cas
n = 3], peut-on arriver a efg ? Oui, il suffit
de suivre les arcs abc, bce, cef, efg. Pour
n quelconque, 'idée s’adapte.

Les graphes de de Bruijn vérifient les
conditions duthéoreme d’Euler. lls ont donc
tous des circuits eulériens, et donc pour tout
entier n, il existe des suites de de Bruijn.
Conclusion: quel que soit n, on peut faire
le tour de cartes avec n spectateurs etun
jeu de 2" cartes. La méthode des circuits
eulériens permet de trouver les suites de
de Bruijn d’ordre n, pour tout n, et elle les
donnetoutes. Celapermetde les dénombrer.
Ily en a exactement 22"t

Une multitude de résultats ont été
démontrés concernant les suites et les

graphes de Nicolaas de Bruijn et leurs
variantes. Ces résultats sont utiles par
exemple en robotique (voir 'encadré 4]
ou dans le domaine du traitement des
séquences génétiques pour assembler
les courtes séquences que les machines
déchiffrent en grand nombre et qu'il faut
recoller pour connaitre, par exemple, la
totalité d’'un chromosome (voir'encadré 5).

Le merveilleux livre Magical Mathema-
tics de Persi Diaconis et Ron Graham [voir
la bibliographie] consacre trois chapitres
auxtours de magie fondés surles suites de
Nicolaas de Bruijn et décrit plusieurs autres
applications de ces suites. Ony trouve aussi
des informations sur I'histoire du tour pré-
sentéaudébutdarticle. Elle estintéressante,
carelle montre qu'avant que les mathémati-
ciensnes’enmélent, lidée du tour était déja
comprise, mais n’était qu'imparfaitement
mise en ceuvre. La premiére version du tour
fut exposée en 1919 par Charles Jordan,
un fermier californien, éleveur de poulets,
quiinventait etvendait des tours de magie.
Cette premiere version n'était pas lameilleure
possible :le magicien, qui utilisait pourtant
unjeude 32 cartes, interrogeait six specta-
teursaulieudecing. Lerangement dujeune
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