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5. Les graphes de de Bruijn pour I’'assemblage des génomes

Les séquenceurs d’ADN
produisent de nombreuses
petites séquences extraites de la
longue séquence de quatre
lettres A, G, C, T a laquelle on s'in-
téresse (un géne, un chromo-
some, etc.). Les petites séquences
ont des parties communes qui
déterminent leur assemblage
correct. Une petite séquence

peut parfois s'assembler avec
plusieurs, et on est donc face a un
énorme puzzle: toutes les petites
séquences produites par les
machines doivent étre utilisées,
afin de ne déterminer qu'une
seule grande séquence.

Depuis les travaux de Pavel
Pevzner, Haixu Tang et Michael
Waterman, les méthodes utili-

sées pour traiter ces énormes
problémes combinatoires sont
fondées sur la recherche de
chemins eulériens dans des
graphes analogues a ceux de
I'encadré 3. Les sommets de ces
graphes (dont un exemple est
représenté ci-dessous) sont les
séquences données par la
machine et les arcs indiquent les
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paires de séquences ayant une
partie commune (car I'une
commence par ce qui est la fin
de l'autre). Mener I'assemblage
se ramene a trouver un chemin
eulérien dans le graphe.

Le probleme est rendu encore
plus difficile par certaines erreurs
présentes dans les résultats four-
nis par les machines a séquen-
cer. Les lettres en rouge
indiquent les endroits ot il y a
des erreurs de séquencage. La
mise au point de ces algorithmes
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graphes de de Bruijn fut une

étape importante dans I'histoire
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du séquencage et aujourd’hui
encore de nombreux travaux
sont consacrés au perfectionne-
ment de ces méthodes.

quadruplets possibles de Oetde 1. En effet,
le circuit passe deux fois par tout sommet
(untriplet]; une premiére fois, il le quitte en
choisissantun 0, la seconde fois un choisis-
santun 1.Chaque quadruplet estobtenuune
seule fois, sinon le circuit passerait deux fois
parle méme arc.

Donnons un exemple. Soit le circuit pas-
santparlessommets 000-000-001-011-
110-100-001-010-101-011-111-111~
110-101-010-100.Sanotation compacte
est la suite de de Bruijn d’ordre 4 notée
0000110010111101.

On vérifie qu’en prenant quatre sym-
boles consécutifs, on obtient les 16 suites
possibles de 4 symboles O ou 1 dans l'ordre
suivant:0000-0001-0011-0110-1100-
1001-0010-0101-1011-0111-1111—
1110-1101-1010-0100-1000.

La démonstration compléte que, par
cette méthode, on trouvera des suites de de
Bruijn d’ordre n pour tout n est presque ter-
minge. Il suffit d'évoquerun célebre résultat
dethéorie des graphes dd a Leonhard Euler:
Théoréme d’Euler: Un graphe orienté pos-
séde un circuit empruntant tous les arcs
une fois exactement (dénommé circuit
eulérien) si et seulement si:
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—ilestconnexe (on peuttoujoursjoindre deux
sommetsenempruntantlesarcsdugraphe);
—achaque sommet, le nombre d'arcs entrants
estle méme que le nombre d’arcs sortants.

Pourles graphes considérésici, laseconde
condition du théoréme est vérifiée, carde
chaque sommet partent deux arcs, et en
arrivent deux. Pour la premiére condition,
il faut réfléchirun peu: partantde abc (cas
n = 3], peut-on arriver a efg ? Oui, il suffit
de suivre les arcs abc, bce, cef, efg. Pour
n quelconque, 'idée s’adapte.

Les graphes de de Bruijn vérifient les
conditions duthéoreme d’Euler. lls ont donc
tous des circuits eulériens, et donc pour tout
entier n, il existe des suites de de Bruijn.
Conclusion: quel que soit n, on peut faire
le tour de cartes avec n spectateurs etun
jeu de 2" cartes. La méthode des circuits
eulériens permet de trouver les suites de
de Bruijn d’ordre n, pour tout n, et elle les
donnetoutes. Celapermetde les dénombrer.
Ily en a exactement 22"t

Une multitude de résultats ont été
démontrés concernant les suites et les

graphes de Nicolaas de Bruijn et leurs
variantes. Ces résultats sont utiles par
exemple en robotique (voir 'encadré 4]
ou dans le domaine du traitement des
séquences génétiques pour assembler
les courtes séquences que les machines
déchiffrent en grand nombre et qu'il faut
recoller pour connaitre, par exemple, la
totalité d'un chromosome (voir'encadré 5).

Le merveilleux livre Magical Mathema-
tics de Persi Diaconis et Ron Graham [voir
la bibliographie] consacre trois chapitres
auxtours de magie fondés surles suites de
Nicolaas de Bruijn et décrit plusieurs autres
applications de ces suites. Ony trouve aussi
des informations sur I'histoire du tour pré-
sentéaudébutdarticle. Elle estintéressante,
carelle montre qu'avant que les mathémati-
ciensnes’enmélent, lidée du tour était déja
comprise, mais n’était qu'imparfaitement
mise en ceuvre. La premiére version du tour
fut exposée en 1919 par Charles Jordan,
un fermier californien, éleveur de poulets,
quiinventait etvendait des tours de magie.
Cette premiere version n'était pas lameilleure
possible:le magicien, qui utilisait pourtant
unjeude 32 cartes, interrogeait six specta-
teursaulieudecing.Le rangement du jeune
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devaitdonc pas suivre une suite de de Bruijn.
En 1930, une versionintéressante du tour
est décrite par deux autres inventeurs de
tours, William Larson et T. Page Wright. Cette
fois, ils manipulent un jeu de 52 cartes et
demandenta trois spectateurs ayant retiré
trois cartes consécutives si leur carte est
un cceur, un carreau, un pique ou un trefle.
Disposant d’une information de 6 bits (2 bits
parréponse] le magicien retrouve la coupe
faite dans le jeu de 52 cartes (quidemande
5,7 bits d'information) et aurait méme pu
utiliser un paquet de 64 cartes (qui aurait
nécessité 6 bits d’information).
Pourmenerl'analyse mathématique de
cette variante du tour, il faut utiliser des
suites de symboles pris dans un alphabet
a4symboles. Cest effectivement ce quela
théorie s’est attachée a traiter. Elle consi-
dere lasituation générale d’'unalphabetde
ksymboles et des séquencesdelongueurn.
Le probléme est alors de savoir s'il existe
une suite de symboles (de longueur k")
qui donne les k" suites de n symboles
possibles quand on considére n éléments
consécutifs de la suite. La réponse a ce
probléme généralisé est a nouveau oui.
Nicolaas de Bruijnaméme sudénombrer
les solutions: pour tout entiern = 1 et
tout entier k = 1, il existe des suites de
de Bruijn de longueur k", et leur nombre

-1
est exactement:(k!)¥" /K"

Comme applicationamusante des suites de
de Bruijn, il y a 'ouverture d’une serrure a
4 chiffres décimaux ne comportant pas de
touche «entrée »:quand les quatre derniers
nombres tapés sontbons, la serrure s'ouvre.
Il semble qu'une attaque par la force brute
exige d'essayer 10000 combinaisons. Sion
les entre lesunes aprés les autres parordre
croissant (0000, 0001, 0002, ..., 9999), il
faut taper 40000 fois sur le clavier. En
revanche, sion utilise la bonne suite de de
Bruijn, il suffira de taper 10003 touches:
les 10000 de la suite elle-méme, suivies
des trois premiers chiffres de la séquence
pour parcourir le cycle complet.

Parmi les nombreux résultats que les
mathématiciens continuent de rechercher
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etde démontrer concernant les suites de
de Bruijn, citons-en deux récents.

En2011,VeronicaBecheretPablo Ariel
Heiber se sontdemandé si, disposantd'une
suite de de Bruijn d’ordre n sur un alpha-
bet de k symboles, il était possible de la
prolonger (en en multipliant la longueur
par k) de fagon a obtenir une suite de de
Bruijn d’ordre n + 1. Ils ont établi que (a)
sik = 3, la réponse est toujours oui; (b)
sik=2,alors on ne peutjamais prolonger
une suite de de Bruijn d’ordre n en une
suited’ordre n + 1, mais on peut toujours
la prolonger en une suite d'ordre n + 2.

Plutot que d’avoir une suite de O et
de 1 qui, lorsqu’on fait glisser sur elle une
fenétre de largeur n, énumere toutes les
séquences de longueurn possibles (cestla
définition d’'une suite de de Bruijn d’'ordren,
pour l'alphabet a deux éléments 0 et 1),
on peut cherchera énumérer parlaméme
fenétre glissante uniquementles séquences
de O etde 1 pas trop denses, par exemple
uniquement celles contenantau plus m fois
le 1.Cestlaquestion que J. Sawada, B. Ste-
vens, A. Williams se sont posée en 2011.
Leur nombre est: C2+C! + ...+ C™.

lIs’agitdelasommedesm + 1 premiers
élémentsdelalignen + 1 dutriangle de Pas-
cal. Rappelons que le coefficientm + 1 de
la ligne n + 1 du triangle de Pascal (aussi
appelé coefficient du binéme) vaut
C"=nY/(m!(n—m)!).Peut-on,comme dansle
casdel'énumération complete de toutes les
séquencesdelongueurn,énumérerdelafacon
la plus économique possible les séquences
ayantauplusm‘1’,c’'est-a-dire en déplagant
une fenétre de largeur n, sur une suite dont
la longueur est le nombre écrit plus haut ?

Laréponse, pas évidente du tout, est:
oui, il existe des suites de de Bruijn pour
énumération des séquences de longueurn
et de densité au plus m.

Desversions endeuxdimensions de ces
problémes d’énumération économiques ont
aussi été étudiées (voirlencadré 4) et servent
en robotique. De la magie de music-hall aux
difficiles problemes combinatoires, le chemin
n'estpaslong, etlesrésultats mathématiques
que Fondécouvre enchemin concernentdes
domaines inattendus et variés, avec des
applications concretes. u
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