Avant d’expliquer le détail de leurs
travaux rappelons que la complexité d’'un
objet numérique (une suite finie s de 0 et
de 1) est, d'aprés Kolmogorov, la taille du
plus court programme d’ordinateur qui
engendre s. On note cette taille K(s) (elle
dépend peu dulangage de programmation
choisi). Une suite finie s de longueur n est
considérée comme aléatoire si elle a une
complexité de Kolmogorov proche de sa
taille (par exemple supérieure an —c pour
une constante c fixée). Une suite infinie s
de 0 et de 1 est considérée aléatoire (on
dit aléatoire au sens de Martin-Lof car ce
mathématicien est a l'origine de la notion)
si c’est le cas de tous les débuts de s: la
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suite (s, S,, ..., S, ...) est aléatoire si et
seulement s'il existe un nombre ¢ tel que
K(sg S4s--S,) >N —c pour tout entier n.

Grace aux célébres résultats d'incomplétude
de Kurt Godel, nous savons depuis mainte-
nantplus de 80 ans qu’une théorie mathé-
matique formalisée (par exemple la théorie
des ensembles) comporte inévitablement
des trous: pour toute théorie formalisée T,
il existe des énoncés E qualifiés d'indéci-
dables, dont la théorie Tn’est capable nide
démontrer qu'ils sont vrais, nide démontrer

2. Réduire I'incomplétude en ajoutant des axiomes

a complexité de

Kolmogorov, la

taille K(s) du plus
court programme donnant
une suite s, est rarement
petite. Les programmes
sont des suites de O et de 1.
Chaque programme
produit une suite binaire s
et certains programmes
n’en produisent pas, car ils
ne s'arrétent jamais.

Le nombre de
programmes de taille 99 est
au plus 27°(il y a 2% suites
différentes de O et de 1). Le
nombre de suites s produites
par les programmes de
taille 99 est donc inférieur
ou égal a 2%, Le méme
raisonnement montre que
les programmes de taille 1,2,
<., 99 produisent au plus
2"+ 22 4+ 284 244 . + 2%

Per Martin-Lof

suites binaires différentes. La
somme de cette série
géométrique est égale a
2190 - 1. On en déduit que le
nombre de suites s, de
longueur 110 par exemple,
produites par un
programme de longueur
inférieur a 100 est au plus
21%, Cela signifie aussi que
le nombre (21°) de suites de
longueur 110 ayant une
complexité K < 100 est infé-
rieur & 2%, La proportion de
suites de longueur 10 ayant
une complexité K < 100 est
inférieure & 2100/210 = 1/210
=1/1024 : moins d’une suite
sur mille de longueur 110 a
une complexité K < 100. Plus
généralement, la proportion
de suites de longueur n
ayant une complexité
K'<n-mestau plus 1/2™.

Solomon Feferman

Comme il est facile
d’écrire un programme de
longueur proche de n qui
produit une suite s de
longueur n donnée (on
prend le programme
«PRINT s»), la complexité
de Kolmogorov d’'une suite
de longueur n est, sauf rares
exceptions, trés proche de n.

Un axiome stipulant
qu’une suite s de longueur n
tirée au hasard a une
complexité K>n - m est trés
probablement vrai, en
méme temps qu'il est indé-
cidable, car des qu'une suite
est longue on ne sait déter-
miner sa complexité de
Kolmogorov (voir l'encadré 1).

Cette facon d'ajouter
comme axiomes des indé-
cidables a une théorie T
vient d’étre étudiée.

Laurent Bienvenu
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qu'ils sont faux. Parmi ces «indécidables »
surlesquels une théorie Testincapable de
se prononcer, figure I'affirmation que dans
lathéorie T, il n’existe pas de théoreme qui
énonce le contraire d’'un autre. On désigne
cette propriété parla «consistance » deT.
Uneidée vientalors naturellement al'esprit:
pourquoi ne pas ajouter aux axiomes de T
Paffirmation de sa consistance, cons(T) ?
On obtientainsiune théorie plus puissante
que T dont on a réduit 'incomplétude.

La théorie de la démonstration — un
domaine de la logique mathématique —
a étudié ce procédé de complétion qu’on
applique éventuellement plusieurs fois:
on ajoute l'affirmation de la consistance
de T, ce qui donne une nouvelle théorie T,
on recommence avec T, et ainsi de suite.

Des 1939, Alan Turing a étudié ce theme
qui était le sujet de sa thése de doctorat
a Princeton. Les résultats obtenus sont
difficiles, carliés alathéorie des ordinaux
(les nombres transfinis]. lls ont été com-
plétés depuis, en particulier par Solomon
Feferman, un éleve de Godel.

Ce domaine est malgré tout un peu
décevant, car les énoncés qui affirment
des propriétés de consistance sont peu
pratiques pour démontrer des théoremes
mathématiques, ce quia pour conséquence
quilfauten ajouter beaucoup (enfaitjusqu’a
I'infini, puis recommencerencore et encore
en utilisant la théorie des ordinaux) pour
que cette méthode de complétion produise
des conséquences intéressantes. En résu-
mé, en procédant par I'ajout d’axiomes de
consistance, on compléete bien les théories
mathématiques, maisles théories obtenues
ne sont pas tres commodes pour ce quiinté-
resse les mathématiciens et les résultats
obtenus délicats ainterpréter. |l fallait donc
imaginerd’'autres méthodes de complétion.

Le mathématicien américain Gregory
Chaitin, qui formula en méme temps et
indépendamment de Kolmogorov la théorie
algorithmique de l'information, a suggéré
une voie alternative a celle des axiomes de
consistance. llaen effet démontré que les
affirmations concernant la complexité de
Kolmogorov des suites finies (et donc leur
nature aléatoire ounon) sont souvent des
indécidables de Gddel. Il a en fait établi le
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remarquable et étonnant théoreme suivant:
une théorie consistante donnée T ne peut
démontrer qu'un nombre fini d'affirmations
dutype «K(s)=n»oudutype «K(s) >n».
Ainsi, au-dela d’'un certain n, (qui dépend
delathéorie T}, tous les énoncés affirmant
une complexité supérieure a n, sont des
indécidables de la théorie T.

Toute théorie formalisée estdonc gravement
aveugle a la complexité, puisqu’elle ne sait
pratiquementriendémontrerdelacomplexité
dessuites finies de O et de 1. Cela suggere,
toujours pour éviterlesindécidables, d'ajou-
terdes axiomes de la forme «K(s)=n»ou
«K(s]) > n> pour des suites finies s et des
entiersn choisis. Etudierlaforce axiomatique
de lacomplexité et du hasard consiste donc
aposerles questions «Est-ce que l'ajout de
telsindécidablesadeseffetsintéressants ? »
et «Comment faire celaaumieux ? ». C’est
exactementlesujetdelarticledes chercheurs
réunis autour de L. Bienvenu.

Insistons sur le fait que ces travaux,
aussiabstraits qu'ils paraissent, renforcent
notre compréhension philosophique et
mathématique sur un sujet fondamental.
Ondoitdéjabeaucoup ala théorie algorith-
mique de linformation dans les progres faits
récemment concernant le hasard, car ce
qu’elle montre va au-dela de la théorie des
probabilités en établissant, ce qui était loin
d’étre évident, que les concepts de calculs,
d’algorithmes et de programmes sont pro-
fondément liés a cette notion.

Lesrésultats obtenus par L. Bienvenu
etses collegues nous éclairent sur quatre
points principaux.

1) Ajouter sans méthode des axiomes
affirmant des propriétés presque certaines
surlacomplexité ne conduit pas a prouver
des théorémes nouveauxlimitant 'incom-
plétude gdodélienne, mais en revanche
permet de raccourcirles démonstrations.

2] Ajouter comme axiomes des formules
indiquant la complexité de séquences
assez nombreuses du type «K(s) =n> ou
«K(s])>n>»supprime lesindécidables de la
forme «pourtoutx: P(x) » (voir lencadré 3
pour limportance de telles formules). Cela
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constitue unrenforcement considérable du
pouvoirdémonstratif de lathéorie. L'affirma-
tion «Tout nombre pair supérieur a 2 est
somme de deuxnombres premiers » (conjec-
ture de Goldbach) estde laforme « Pourtoutx:
P(x])>; elle ne peut étre indécidable dans
une théorie complétée systématiquement
par des axiomes concernant la complexité.

3] Tousles axiomes dutype «K(s)=n »
n'ont pas la méme force. Certains, assez
rares, sont extrémement puissants et
rendentinutiles la plupart des autres.

4] Ajouter comme axiome qu'une sé-
quence infinie s de O et de 1 est aléatoire
au sens de Martin-Lof renforce la théorie,
mais ne le faitjamais autant que laméthode
précédente.

Parmi les 2" suites de 0 et de 1 de
longueur n (par exemple n = 100000), on
démontre quauplusunesur 1024 (=2%)a
une complexité de Kolmogorov inférieure a
n—10(ici99990).lIn'yena,auplus,qu’une
surunmillion (1048576 =220 précisément)
ayant une complexité inférieure a n — 20
(donc 99980 pournotre exemple]. L'énoncé
général est: «Auplus une suite delongueurn
sur2™aune complexitéinférieurean—m»;
autrement dit, les suites peu complexes sont
extrémement rares (voir 'encadré 2].

SiTon choisitm =100, que l'on tire uni-
formémentune séquencesde 100000 sym-
boles 0 ou 1 (par exemple a 'aide d’une
piece de monnaie) et que l'on ajoute 'axiome
«K(s) >99900> aunethéorieT,alors sauf
malchance extraordinaire (risque de 1/2199),
onajoute unindécidable vraialathéorieTa
laquelle ons’intéresse. Cela en accroit donc
aumoins un peu le pouvoir démonstratif: la
théorie maintenant sait que K(s) >99900.

Ondispose ainsid'une méthode de com-
plétion qui, saufau plus une fois sur21° (ce
qu’on peut considérer comme totalement
négligeable) améliore une théorie Ten sup-
primantaumoins unindécidable.La question
est maintenant: avoir pris ce risque est-il
utile, c’est-a-dire conduit-il a une théorie T
(comportantunaxiome de plus) quidémontre
desthéorémes nouveauxintéressants, que
Tétaitincapable de démontreravantl'ajout ?

Laréponse est négative pourl'essentiel.
Celarésulte delaproposition suivante démon-
trée parle groupe des cinq chercheurs:sil'on

ajoute unou plusieurs axiomes du type envi-
sagéenleschoisissantauhasard (parexemple
entiranta pile ouface les suitess concernées)
et en prenant un risque total inférieur a un
seuil fixé € (par exemple 1/21%9), et si 'on
ne considere que les théorémes quidansce
processus probabiliste de démonstration sont
obtenusavec une probabilité supérieure 3,
alorslesthéorémes qu'on découvre peuvent
I'étre sans ajout d’axiomes, autrement dit,
pouvaientdéjal'étre danslathéorie initiale.

Ajouter des informations presque certaines
concernant la complexité n'est donc pas
vraiment utile pour limiter lincomplétude.
Enrevanche,un second résultat surces pro-
cessus de démonstration avec ajout aléatoire
d’axiomes presque certains établitqu'onen
tireun gainsurlataille des démonstrations:
onn’apasvraiment plus de théoréemes, mais
lesthéorémes de Tsont maintenant obtenus
par des démonstrations plus courtes.

La situation est analogue a celle déja
rencontrée en arithmétique a propos des
tests de primalité probabilistes. Alors
que démontrer sans accepter de prendre
le moindre risque qu'un entier long (de
10000 chiffres par exemple) estun nombre
premier exige toujours unlong calcul, on sait
le faire rapidement sil'on accepte unrisque
d’erreur, méme infinitésimal (parexemple
inférieura 1/219). Ces tests probabilistes de
primalité découverts danslesannées 1980
sontd’'une grande utilité en cryptographie.

Mis a part des gains sur la taille des
démonstrations, ajouter des axiomes du
type «K(s)=n»ou«K(s)>n>lorsquesest
aléatoire n’est pas le bon moyen d’accroitre
le pouvoir de démonstration d’'une théorie
formalisée T.Qu'en est-il de 'ajout d’axiomes
fournissant des informations précises sur
la complexité, y compris concernant des
suites finies s peu complexes ?

Cettefois, les résultats vont étre positifs
et trés instructifs.

Le premierrésultat dans cette direction
indique ce que donne I'ajout, a une théorie T,
de tous les axiomes concernant lacomplexité
des suites finies : pour chaque suitefinie s,
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