onajoute I'axiome «K(s)=n> quidonne sa
complexité. Lanouvelle théorie T'a le pouvoir
de démontrertous les énoncés de la forme
«Pour tout x: F(x)» ou F est une formule
testable parprogramme (parexemple, «xest
unmultiple de 7 »). Les énoncés de ce type
constituent ce qu'on nomme la classe de
formules I1,, et on montre que la plupart
des questions non résolues en mathéma-
tiques sont équivalentes ades énoncés de
laclasse I1,.

Cestle cas delaconjecture de Goldbach
(«Toutnombre pairsupérieura 2 est somme
de deuxnombres premiers. »]; Cestaussile
cas de 'hypotheése de Riemann, quiconcerne
la répartition des nombres premiers.

Notons bien que 'idée d’ajouter comme
axiomes tous les énoncés de la forme
«K(s) =n> est étudiée ici comme on étu-
die ce qui se passe quand deux particules
isoléesinteragissent. lInexiste aucun moyen
pratique d'isoler parfaitement deux parti-
cules, mais c’estintéressant quand méme
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de faire le calcul. Ici, iln’existe aucun moyen
pratique de connaitre lacomplexité de toutes
les suites finies, qui conduirait a ajouter
véritablement tous les axiomes envisagés.

Cependant, le résultat de cette expérience
de pensée nous apprend quelque chose de
profond sur 'indécidabilité: les trous que
comporte toute théorie T correspondent
(quand on se limite aux énoncés I1,] a un
manque d’information sur la complexité.
L'indécidabilité de Gddel provient donc de
ce qu'une théorie donnée T n'a jamais une
assezbonne connaissance de la complexité
etqu'ilestimpossible de mettre toute cette
connaissance dans des axiomes simples.
En deux mots: indécidabilité godélienne
provient de ignorance de la complexité.
L.Bienvenuetsescollegues sesontaussi
interrogés surce que donneraitune informa-

tion partielle surla complexité, fournie parun
nombre limité d’axiomes. lls montrent que
pourqu’une théorie soit capable de démontrer
toutes les formules 11, de taille au plusn, il
suffit d'ajouterunaxiome unique de laforme
K(s) > n pour une suite finie s bien choisie
delongueurn. Les suites s utilisables pour
cetajout concentrent enelles l'information
nécessaire pour connaitre la complexité de
toutes les suites de longueur au plus n.
Quand on veut rendre décidables
toutes les formules Hy cette facon de
procéder est beaucoup plus économique
enaxiomes que la précédente (qui ajoutait
tousles «K(s) =n»).Les cinqchercheurs
en déduisent le beau théoréme suivant:
pourtout entiern, il existe unindécidable
dont la taille est approximativement n,
qui est une formule II, et qui, ajoutée
aux axiomes de I'arithmétique de Peano,
supprime tous les indécidables IT, detaille
inférieure an. En clair, pour boucher tous
les trous correspondant a des formules 11,

4. Le role des formules 11,

n théoréme central figure dans le

travail de Laurent Bienvenu, Andrei

Romashchenko, Alexander Shen,
Antoine Taveneaux et Stijn Vermeeren. Ce
théoréme indique non seulement que pour
une théorie T, connaitre la complexité de
toutes les séquences finies permet de
supprimer tous les indécidables I1, et réci-
proguement; il indique aussi ce qui se passe
quand T ne connait que partiellement ce
type d'information.

Le théoréme utilise la notion de
complexité d’une formule (fondée sur la
méme idée que la définition de la
complexité de Kolmogorov) et il énonce
que les trois méthodes suivantes pour
compléter une théorie T sont équivalentes:

a) Ajouter aux axiomes toutes les formules
indiquant la complexité de séquences s qui
ont une complexité K(s) inférieure a n.

b) Ajouter aux axiomes toutes les
formules I1, vraies dont la complexité
(comme formule) est inférieure an;

c) Ajouter un seul axiome K(r,) > n pour
une séquence r, dont la construction est

précisée et qui est donc une séquence
concentrant toute I'information jusqu’au
niveau n qu'il faut connaitre pour suppri-
mer les indécidables IT, de complexité
inférieure a n.

Un tel théoréme, contrairement aux résul-
tats envisageant d'ajouter une infinité
d’axiomes pour supprimer tous les indéci-
dables IT,, permet d'envisager réellement

'_' " - Réprésentation d’un tFou nir.
indécidahles de Godetsont

- comme de8 trous nBirs

. dans lesthédries:

une complétion progressive de I'arithmé-
tique de Peano dans le but de supprimer
petit a petit les indécidables IL,.

Kurt Godel a défendu I'idée qu'il fallait
tenter de compléter les axiomes de nos théo-
ries pour en limiter 'incomplétude. Ce théo-
réme indique une voie possible et montre
qu'il existe des méthodes systématiques pour
ce faire (au moins pour les formules IL).
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de taille inférieure a n, un seul axiome
supplémentaire assez court suffit.

Les séquences finies s qui permettent
ces complétions efficaces sont-elles nom-
breuses ? La réponse a cette question a
été trouvée et, sans surprise, elle est
négative : pour compléter efficacement,
il faut bien choisir s et c’est difficile, car
les s quiconviennent sonten petit nombre.

Unautre théoréme intéressant généralise
le théoréme de G. Chaitin mentionné plus
haut. Il affirme que, méme trés efficaces,
ces complétions par des axiomes bien
choisis n’ont qu’un effet fini, et qu'il faut
donc ajouter une infinité d’axiomes pour
faire disparaitre les indécidables IT, . Voici
Iénoncé: « Il existe une constante ¢ (qui
dépendseulementde lathéorie T) telle que,
pourtoutdfixé, lensemble des axiomes vrais
de la forme K(s) > d ne peut pas prouver
des propriétés de la forme K(s) >c +d.»
Autrement dit, la connaissance requise
poursavoirquelles suites ontune complexité
supérieure adne permetpasde savoirquelles
suites ontune complexité supérieureac+d:
une connaissance «locale » jusqu’a d de
la complexité n’est jamais en mesure d’en
fournirune connaissance dépassantc +d.
La conclusion de cet ensemble de
résultats, dont nous n'avons reproduit ici
qu’une petite partie, est que, d’'une part,
I'information sur la complexité des suites
finies est bien au cceur de l'indécidabilité
(au moins pour les formules I1,], et que,
d'autre part, la force axiomatique d'informa-
tion surla complexité est puissante et est
susceptible d'une certaine concentration.
La définition des suites infinies aléa-
toiresrappelée audébutsuggéreuneidée:
trouver une suite infinie aléatoire (au sens
de Martin-L6f) unique s et ajouter a T les
axiomes indiquant que cette suite parti-
culiére est aléatoire. Cet ajout limité cor-
respondant a une affirmation portant sur
une unique suite infinie peut-il dire tout
ce qui est nécessaire pour que toutes les
formules I1, deviennent décidables ?
Laréponse est négative. Cet objectif
ne peut étre atteint; aucune suite infinie
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aléatoire ne le permet. Cela résulte d’'un
théoreme des cinqg chercheurs:I'ensemble
d’axiomes affirmant qu’une suite est aléa-
toire au sens de Martin-L&f n’est jamais
suffisant pour supprimer tous les indé-
cidables I1,.

Unemultitude d’autres résultats affinant
notre compréhension delaforce axiomatique
du hasard sont présentés et démontrés.
Précisons qu’a coté de ces résultats de limi-
tation, des résultats expérimentaux d’une
équipe réunie autour de Fernando Soler-
Toscano, a laquelle je participe, montrent
qu’a condition d’accepter d’effectuer des
calculs massifs, une certaine connais-
sance approchée robuste de la complexité
de Kolmogorov est possible et que cette
connaissance quis’applique y compris aux
séquences courtes est utile aujourd’hui et
sert d’étalon pour mener des expériences
en psychologie (voir la bibliographie).

Une méthode automatique d’ajouts
progressifs d’axiomes utiles (pour rendre
décidablesles formulesindécidables deHl]
pourraits’en déduire pour celui qui dispose-
rait d'une capacité de calcul indéfiniment
croissante. En utilisantlatechnique de cette
équipe, on obtiendrait pour des suites finies
de plus en plus nombreuses des approxima-
tions de K(s] quis’amélioreraient et qu'on
ajouterait et modifieraitau fureta mesure
du déroulement du calcul.

™ q1e R | . )

Le phénoméne de lincomplétude découvert
etdémontré par Godel en 1930 est troublant
ettoute philosophie des mathématiques (et
méme des sciences) se doit d’en rendre
compte et d’en fournir la compréhension.
Lesliens établis entre cette incomplétude, la
complexité etle hasard que plusieursrésultats
de G. Chaitin, Per Martin-Lof et Leonid Levin
avaientdéjafaitapparaitre deviennentmainte-
nanttres précis, grace auxthéoremes établis
parl'équipe réunie autourde L. Bienvenu. On
saitdésormais que ce quimanque dansune
théorie formalisée, c’'est essentiellement de
linformation sur la complexité et le hasard,
et on commence a comprendre comment
on peut ajouter cette information de fagon
plus ou moins efficace. u
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