Rendez-vous

'~ Les démonstrations par ordinateur

des 17 données du sudoku.

Les démonstrations de théo-
rémes dépendant de calculs
informatiques ont souvent été
jugées insatisfaisantes, car
d'une part, aucun humain seul
ne peut les contrdler, d’autre
part, les programmes et leurs
calculs sont susceptibles d'er-
reurs de toutes sortes. Pour
limiter ce risque d’erreurs, on a
développé une méthode de
«preuve formelle> par ordina-
teur, qui diminue considérable-
ment ce risque et qui permet
méme une meilleure garantie

e recours a |'ordinateur pour démontrer des résultats

mathématiques est de plus en plus fréquent. Souvent,

l'ordinateur n’intervient qu’associé a des résultats purement
mathématiques démontrés a la main et qui posent les bases des
algorithmes confiés a la machine. C'est le cas pour le théoréme

tants de preuves », des logiciels
spécialisés que les mathémati-
ciens utilisent pour écrire pas a
pas toutes les étapes d’une
démonstration, sans en oublier
aucune (oubli qui est possible
quand la preuve est menée par
un humain en utilisant de
nombreux raccourcis).

La preuve compléte mise au
point est vérifiée par une procé-
dure indépendante et tres poin-

o

tilleuse; éventuellement, cette
vérification est confiée a
plusieurs autres logiciels de
contréle. Les logiciels de
contréle peuvent eux-mémes
avoir été soumis a des controles
trés stricts « prouvant > leur
bon fonctionnement. On
parvient ainsi a une certitude
quasi parfaite qu’une preuve est
correcte.

Parmi les théoremes soumis a
cette vérification par la méthode
des assistants de preuves, deux
ont retenu particulierement I'at-
tention. L'un est le théoréme des
quatre couleurs, qui indique que
«toute carte peut étre coloriée
avec quatre couleurs sans que
deux pays voisins soient colorés
de laméme facon» (a); il a été
démontré en 1976 et vérifié
formellement en 2005 par une

sphéres (b), démontré en 1998
et formellement vérifié par
T. Hales et son équipe en 2014.
Malheureusement, dans le
cas du résultat de Gary
McGuire sur le sudoku, la
méthode des assistants de
preuve ne pourra sans doute
pas s'appliquer avant long-
temps: le calcul effectué est
énorme et, a moins d'avancées
mathématiques nouvelles, une
preuve formelle ne pourra que

de justesse que les preuves
humaines dans certains cas.
(voir cette rubrique de juin 2011,
Du réve a la réalité des preuves).
On met en ceuvre des « assis- a

équipe de I'Inria.

L'autre est le théoreme de
Thomas Hales qui résout la
conjecture de Kepler sur 'empi-
lement le plus dense des

refaire le calcul dans un cadre
plus rigoureux pour éviter les
erreurs, ce qui demande encore
plus de calculs, chose impos-
sible a envisager aujourd’hui.

Laméthode de résolution se décompose
en trois étapes: (A) énumérer toutes les
grilles complétes de sudoku; (B) pour cha-
cune, considérer toutes les fagons d'en
extraire 16 données; et (C) pour chaque jeu
de 16 données ainsi extrait, faire fonction-
nerune méthode de résolution de maniére
atrouveraumoins deuxsolutions différentes.

Sitoutes les grilles complétes passent
cetest, alors onauradémontré que 16 don-
nées ne sontjamais suffisantes etque 17
est donclabonne réponse. Le faire bruta-
lementcomme je viens de le décrire deman-
derait des siécles de calcul.

Trois remarques économisent du temps
de calcul et, bien employées, donnentune
durée de calcul raisonnable.

Point (A) : limiter'énumération des grilles
complétes qu’on fait dérouler.
Point (B]: trouver des méthodes évitant
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d’énumérer tous les sous-ensembles de
16 éléments d'unensemble de 81 éléments,
carilyenatrop!

Point (C) : disposer d'un algorithme de test
le plus efficace possible pour testersiune
grille partielle est un probléme correct.

Remarquons qu’on aurait pu procéder
autrement: (A’) énumérertoutes les grilles
partielles possibles de 16 données, puis
(B’) montrer que chacune a plusieurs solu-
tions. Toutefois, lathéorie des « ensembles
inévitables », qui permet de réduire consi-
dérablement les calculs de (B] (expliquée
plusloin], rend laméthode en trois étapes
(A-B-C] plus efficace que la méthode en
deux étapes (A-B’).

Le nombre de grilles complétes diffé-
rentes semble avoir été connu par Mark
Braderdés 2003, mais c’esten 2006 qu’un
document de Bertram Felgenhauer et Fra-
zer Jarvis I'ajustifié. Ce nombre est énorme
etégal391x213x34x27704267971=
6670903752021072936960 =
6,6...x 10°%.

Cest, enordre de grandeur, lamémoire
cumulée numérique de tous les dispositifs
informatiques (téléphones compris), et ces
dispositifs operent tous ensemble environ
10%%instructions par seconde. Ces chiffres
sontimprécis, en particulier parce qu’on ne
peut pas savoir quelles machines ont cessé
de fonctionner, mais a un facteur 10 prés,
ils indiquent ol nous en sommes.

Traiterune grille de sudoku pour savoir
si elle posséde des sous-grilles correctes
a 16 données est un gros travail. Procéder
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