Séries et fonctions génératrices

ne série génératrice est une « somme infinie »
(plus rigoureusement, une série formelle)
S=ay+a x+a,x2+a;x3+ - dont les
coefficients a, constituent la suite de nombres que I'on
recherche; on dit que la série S est associée a la
suite (a,), ou que S est sa série génératrice.

Ces séries furent intro-
duites par le mathémati-
cien francais Abraham de
Moivre en 1730, afin d’ob-
tenir des formules expli-
cites pour des suites
définies par récurrence.

Il est souvent possible
d’étudier une suite donnée
a l'aide de manipulations
formelles de la série généra-
trice S associée, ainsi qu'en
utilisant les propriétés de la
fonction f(x) qui représente
la somme de la série S.

A titre d'exemple,
précisons la fonction géné-
ratrice de chacune des trois
suites mentionnées dans
I'encadré portant sur les
suites récurrentes (voir
page 43), a savoir les suites
de terme général égal
respectivement a
u,=16"v =nlet
w, = (" - (-1/$)")/V5
(suite de Fibonacci).

Pour la suite (u,), il s'agit
de f(x) = 1/(1 - 16x), car
une écriture alternative

de 1/(1-16x) est

14+ 16x + 16252 + 1633 + -,
qui est la série génératrice
de (u,) (on a utilisé I'iden-
tite 1/(1-a)=1+a+a+-,
valable pour tout nombre a
de valeur absolue
inférieure a 1).

La fonction génératrice
de (1/v,) = (1/n) - qui est
plus remarquable et facile
a définir que celle de (v,) -
est la fonction exponen-
tielle f(x) = X, dont
le développement
en série est en effet
14X +x%/21 +x3/31 + -

Enfin, la série généra-
trice des nombres de
Fibonacci s'obtient en
développant en série
de puissances de x la fonc-
tion f(x) = x/(1 - x - x2).
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Voici sur un exemple simple le principe
de cette approche: sil'on nous donne six
termes d'une suite, par exemple 0, 1,1, 2,
3, 5, 8 (ce sont les premiers termes de la
suite de Fibonacci, voir 'encadré page 43),
et que I'on nous dit par ailleurs que cette
suite vérifie une équation de récurrence
d’ordre 2 (4 coefficients constants), I’ ordi-
nateur propose une unique possibilité : 1a
récurrence v, , =0, 4+ 0,
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En général, on ne dispose pas d’autant
d’informations sur la suite que l'on désire
reconstituer grace a ses premiers termes.
En particulier, I'ordre de la récurrence est
une inconnue, et le trouver complique
beaucoup laméthode. Mais Manuel Kauers
et Doron Zeilberger ont surmonté cette
difficulté et ont pu appliquer la méthode
alamarche de Kreweras. Cette approche
ne fonctionnait malheureusement pas pour
la marche de Gessel, les calculs impliqués
dépassant les capacités des ordinateurs ;
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mais Christoph Koutschan, de I'Institut
RICAM en Autriche, trouva une astuce qui
permit finalement d’étendre la méthode
au cas de la marche de Gessel.

L'été 2008, 1a conjecture de Gessel devint
ainsi le théoréme de Kauers, Koutschan et
Zeilberger, prouvé grace a des calculs sur
ordinateur. Croyant presque impossible
I'existence d'une preuve courte et pure-
ment mathématique, Doron Zeilberger
promit 100 dollars a quiconque prouverait
ce théoréme sans ordinateur et en moins
de cinq pages.

Des nombres liés par une
relation de récurrence

Parallelement, Manuel Kauers et I'un de
nous, Alin Bostan, collaboraient depuis le
séminaire de janvier 2008 afin de démon-
trer que, quel que soit le point d'arrivée A
fixé, les nombres de marches se terminant
en A satisfont une relation de récurrence.
Ils y sont parvenus et ont rendu publicleur
résultat en aotit 2008. Bien qu'utilisant éga-
lement des méthodes informatiques, leurs
idées étaient différentes de celles de Manuel
Kauers, Christoph Koutschan et Doron Zeil-
berger. Elles ont permis d’obtenir pour la
premiere fois une formule explicite pour la
série génératrice a trois variables, dont les
coefficients correspondent aux nombres de
marches partant de I'origine et s’achevant
au point A, pour tout point A.

Une question restait sans réponse: une
preuve purement humaine, sans ordinateur,
de ces résultats sur la marche de Gessel
est-elle accessible? Les marches dans un
quart de plan apparaissent non seulement
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en combinatoire, mais dans de nombreux
autres domaines: finance, files d’attente,
biologie des populations, mécanique sta-
tistique, etc. Aussi des méthodes d’étude
théorique de ces marches sont-elles appa-
rues des les années 1970. Les premieres,
qui concernaient surtout I'aspect aléatoire,
sont dues au Francais Guy Fayolle et aux
Russes Roudolf Iasnogorodski et Vadim
Malyshev. Ces chercheurs ont congu une
approche permettant de résoudre des
équations fonctionnelles et d’obtenir des
expressions explicites de leurs solutions
en faisant appel a des techniques élaborées
d’analyse complexe (branche de ’analyse
mathématique portant sur les fonctions de
variables z complexes, c’est-a-dire de la
forme z=x +iy ot1.x ety sont des nombres
réels et i le symbole vérifiant 2 = -1).

En suivant cette voie, Irina Kurkova,
de I'Université Paris 6, et I'un de nous,
Kilian Raschel, ont obtenu en 2009 une
expression de la fonction génératrice du
modele de Gessel sous la forme d'une
intégrale. Cela permet de montrer I'exis-
tence de relations de récurrence pour les
nombres d’excursions, mais pas de prouver
la conjecture de Gessel.

Il existe aussi un modele probabiliste
pour les marches de Gessel, fondé sur un
lien direct entre le nombre de chemins du
quadrant allant d"un point A a un point B
et la probabilité qu'un certain processus
aléatoire aille de A a B tout en restant dans
le quart de plan. Par cette démarche, en
ramenant I'étude du nombre de marches
de Gessel au calcul d'une certaine proba-
bilité, le mathématicien chinois Sun Ping
réussit en 2009 a prouver deux conjectures
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