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Surveillance de notre santé,
traque des polluants de notre
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fraudes alimentaires, résolution
d’affaires criminelles.... :
jusqu’ol donc ira la chimie
analytique ? Pour autant,
peut-on tout mesurer ?

Editions Le Pommier 2015
128 pages — 7,90 £ - 978-2-7465-0884-2

Le secret de
I'archéobélodon

Alexandre Mille,
Jean-Guy Michard
et Pascal Tassy

Réf.70119298

Ce livre raconte 200 ans
d’enquéte passionnante

par le Muséum d’histoire
naturelle, pour reconstituer
I'animal a qui appartenait
une dent découverte en
1804, puis pour déterminer
qui était vraiment son
propriétaire, un mastodonte,
ancétre de I'éléphant, ayant
vécu il y a plusieurs millions
d’années.

Editions Belin 2015
224 pages — 23 € - 978-2-7011-9298-7

I?échiffref
U'energie

Benjamin Dessus

Déchiffrer I'’énergie
Benjamin Dessus

Réf.70116440
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spécialistes du sujet, voici
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Quel chemin reste-t-il a parcourir
aux chercheurs en robotique
pour que les robots humanoides,
censés nous aider dans notre
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LILOGIQUE & CALCUL

Le défi de la sixieme couronne

Une figure plane peut-elle paver une grande surface
sans qu'il lui soit possible de paver le plan tout entier ?
Ce probléme dit de Heesch est posé depuis 1968.

Jean-Paul DELAHAYE

es mathématiciens s’intéressent

aux pavages du plan par des

formes géométriques aussi

simples que possible. Ils les
classent en considérant leur symétrie,
congoivent des algorithmes qui en dé-
couvrent de nouveaux, étudient les formes
n‘autorisant que des motifs apériodiques,
etc. A coté de ces probleémes classiques,
certains traitent non pas ce qui se passe
sur le plan entier, mais ce qui se passe
localementautourd’un pointou d’un pavé:
cesontles problémes d’entourages. Nous
en présenterons deux. Le premier est

PEUT-ON ENTOURER PARFAITEMENT

un pavé avec des copies de lui-méme ?

Le dessin a montre un pavé carré entouré par
une couronne de six carrés; pour un rectangle,
quatre copies suffisent (b]. Certains pavés sont
entourés en n'utilisant que trois exemplaires
d’eux-mémes (c]. Peut-on trouver un pavé dont
deux copies suffisent a lui composer une
couronne d’épaisseur non nulle ? Le probléme
a été résolu par Casey Mann, qui a utilisé une
famille de pavés découverts en 1936 par Heinz
Voderberg. Le polygone a neuf cotés

de Voderberg (d] pave le plan de maniére
périodique, mais aussi en formant une spirale
(ci-dessus, @ c6té du titre]. Deux copies du pavé
de Voderberg peuvent I'entourer (e], et méme
entourer deux exemplaires collés du pavé (f].
Cependant, la couronne ainsi formée est
infiniment mince en deux points, ce qui n’est
pas satisfaisant. Casey Mann a corrigé

ce défaut en modifiant la forme du pavé

de Voderberg (g, heti).
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aujourd’huirésolu. Le second, malgré des
progres réguliers, reste mystérieux.

Commencons parune énigme élémen-
taire enapparence. On se donne une forme
plane,un pavé P. Pouvons-nous I'entourer
totalement d’une couronne composée de
copies de P, en ne laissant aucun espace
libre entre les différents pavés utilisés ?
Quelestle nombre minimal de copies de P
nécessaire a un tel entourage ?

Un pavé carré s’entoure sans mal de six
carrésidentiques (ci-dessous, aj, etc'estle
minimum; mieux, tout rectangle (noncarré !)
s'entoure de quatre copies de lui-méme (b);

mieux encore, certains pavés s’entourent
avecseulementtrois copies d'eux-mémes (c).

Evitons tout malentendu sur le mot
couronne. La couronne quientoure un pavé P
doitavoirune certaine épaisseurnonnullee:
la distance minimum entre un point exté-
rieuraux pavés etun pointdu paveé central P
doittoujours étre supérieure ae. Des pavés
autour d’un pavé P (oud’'unensemble E de
pavés) sont considérés comme une cou-
ronne pour P (ou pour E] sila suppression
d’'unseul pavé de lacouronne meten contact
I'extérieur de la zone pavée avec le pavé
central (ou avec EJ.
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Poursavoirs’il est possible d’entourer
un pave Pparune couronne de deux pavés P,
prenez un papieretun crayon etessayez !
(Voir la figure ci-dessous si vous n'y par-
venez pas.)

Le second probléme d’entourage qui va
NouUs occuper a pour origine un petit ouvrage
allemand publié en 1968, ou le mathéma-
ticien Heinrich Heesch (1906-1995] for-
mulait une remarque inattendue. Il pré-
sentaitun pentagone dont les angles sont
90%,150°,90°,150°et 60° etayant 'étrange
propriété suivante:une copie du pentagone
de Heesch s’entoure parfaitement, sans
chevauchement niespace laissé vide, par
six, septou huit copies de lui-méme formant
une couronne, et pourtantil estimpossible
de réaliser une seconde couronne autour
delapremiere. On vérifie sans mal que les
exemples a, b et c de la figure ci-dessous
n‘ont pas cette propriété: dans chaque
cas, il est possible de construire une se-
conde couronne autour de la premiére, et
méme une troisieéme, ainsi de suite.

Le pentagone de Heesch réussit donc
a paver parfaitement une certaine aire du
plan, mais celle-ci est limitée et il est
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impossible de prolonger le pavage partiel
pour rendre I'entourage plus épais [voir la
figure page 80).

Prouver qu’on ne peut pas faire de
deuxiéme couronne exige un raisonnement
rigoureux ou il faut énumérer soigneuse-
ment un grand nombre de cas. Pour se
convaincre du résultat, le plus simple est
de découper des pavés en carton et d’es-
sayer;aubout de quelques minutes, vous
n‘aurez plus aucun doute sur I'impossibi-
lité d'une seconde couronne! Bien sdr,
aujourd’hui, on s’aidera aussi de pro-
grammes informatiques qui feront systé-
matiquement les essais de construction
et garantiront 'impossibilité d’une nouvelle
couronne sans trop de fatigue... pour le
mathématicien.

Enréalité, le pavé de Heesch n'était pas
le premier. On s’est en effet apergu qu’un
pavé proposé en 1928 parle mathématicien
allemand Walther Lietzmann, quialaforme
d'une goutte d’eau, a la méme propriété.
On peut'entourer avec six copies, mais la
couronne ainsifaite estimpossible a entou-
rer une seconde fois (figure page 80, b).

Ons’estalors demandé sil'on pouvait
faire mieux: trouver des pavés admettant
non plus une couronne, mais deux, voire
plus, sans pour autant que le pavage du
plan entier soit possible.

Celaconduit a la définition suivante:le
nombre de Heesch d’'un pavé Pestégalan
siPs’entoure parfaitement de n couronnes
d’épaisseur non nulle et faites de copies
de P, mais ne peut pas I'étre par (n + 1] cou-
ronnes.

Si aucune couronne n’est faisable, le
nombre de Heesch est 0. Lorsqu’un pavé P
peut étre entouré de n couronnes pour
toutn,le nombre de Heesch de P estinfini.

Plus le nombre de Heesch est grand,
plus la surface pavable par le pavé est
grande. Le probleme est 'étude des formes
quiréussissentapaverde grandes surfaces
sans paver tout le plan.

Les figures ayant un nombre de Heesch
égal a 1 sont toutes intéressantes, et en
trouver demande astuce et imagination.
Le Japonais Yoshio Agaoka a découvert
en 2005 une forme réguliére symétrique
ayantunnombre de Heesch égala 1. Cest
le polygone convexe a sept cotés, un hep-
tagone, dontlesangles sont60°,160°, 160°,
1007, 1007, 160° et 160° figure page 80, c).

On démontre qu’un heptagone convexe
ne peut pas paverle plantoutentier. L'hep-
tagone de Agaoka, notons-le HA, adonc un
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