Poursavoirs’il est possible d’entourer
un paveé Pparune couronne de deux pavés P,
prenez un papieretun crayon etessayez !
[Voir la figure ci-dessous si vous n'y par-
venez pas.)

Le second probléme d’entourage qui va
NouUs occuper a pour origine un petit ouvrage
allemand publié en 1968, ou le mathéma-
ticien Heinrich Heesch (1906-1995] for-
mulait une remarque inattendue. Il pré-
sentaitun pentagone dont les angles sont
90%,150°,90°,150°et 60° etayant 'étrange
propriété suivante:une copie du pentagone
de Heesch s’entoure parfaitement, sans
chevauchement niespace laissé vide, par
six, septou huit copies de lui-méme formant
une couronne, et pourtantil estimpossible
de réaliser une seconde couronne autour
delapremiere. On vérifie sans mal que les
exemples a, b et c de la figure ci-dessous
n‘ont pas cette propriété: dans chaque
cas, il est possible de construire une se-
conde couronne autour de la premiére, et
méme une troisieéme, ainsi de suite.

Le pentagone de Heesch réussit donc
a paver parfaitement une certaine aire du
plan, mais celle-ci est limitée et il est
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impossible de prolonger le pavage partiel
pour rendre I'entourage plus épais [voir la
figure page 80).

Prouver qu’on ne peut pas faire de
deuxiéme couronne exige un raisonnement
rigoureux ou il faut énumérer soigneuse-
ment un grand nombre de cas. Pour se
convaincre du résultat, le plus simple est
de découper des pavés en carton et d’es-
sayer;aubout de quelques minutes, vous
n‘aurez plus aucun doute sur I'impossibi-
lité d'une seconde couronne! Bien sdr,
aujourd’hui, on s’aidera aussi de pro-
grammes informatiques qui feront systé-
matiquement les essais de construction
et garantiront 'impossibilité d’une nouvelle
couronne sans trop de fatigue... pour le
mathématicien.

Enréalité, le pavé de Heesch n'était pas
le premier. On s’est en effet apergu qu’un
pavé proposé en 1928 parle mathématicien
allemand Walther Lietzmann, quialaforme
d'une goutte d’eau, a la méme propriété.
On peut'entourer avec six copies, mais la
couronne ainsifaite estimpossible a entou-
rer une seconde fois (figure page 80, b).

On s’est alors demandé sil'on pouvait
faire mieux: trouver des pavés admettant
non plus une couronne, mais deux, voire
plus, sans pour autant que le pavage du
plan entier soit possible.

Celaconduit ala définition suivante:le
nombre de Heesch d’'un pavé Pestégalan
siPs’entoure parfaitement de n couronnes
d’épaisseur non nulle et faites de copies
de P, mais ne peut pas I'étre par (n + 1] cou-
ronnes.

Si aucune couronne n’est faisable, le
nombre de Heesch est 0. Lorsqu’un pavé P
peut étre entouré de n couronnes pour
toutn,le nombre de Heesch de P estinfini.

Plus le nombre de Heesch est grand,
plus la surface pavable par le pavé est
grande. Le probleme est'étude des formes
quiréussissentapaverde grandes surfaces
sans paver tout le plan.

Les figures ayant un nombre de Heesch
égal a 1 sont toutes intéressantes, et en
trouver demande astuce et imagination.
Le Japonais Yoshio Agaoka a découvert
en 2005 une forme réguliere symétrique
ayantunnombre de Heesch égala 1. Cest
le polygone convexe a sept cotés, un hep-
tagone, dontlesangles sont60°, 160°, 160°,
1007, 1007, 160° et 160° (figure page 80, c).

Ondémontre qu'un heptagone convexe
ne peut pas paver le plan tout entier. L'hep-
tagone de Agaoka, notons-le HA, adoncun
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Une couronne, mais pas deux

Voici des exemples de pavés (en vert) ayant un nombre de (b) La goutte d'eau de I'Allemand Walther Lietzmann (1928).

Heesch égal a 1, c'est-a-dire des pavés que I'on peut entourer (c) Le bel heptagone de Yoshio Agaoka (2005).

d’une couronne composée de copies du pavé et d’épaisseur non (d) La méthode générale de Peter Raedschelders (1998) pour

nulle, mais que I'on ne peut pas entourer d’une seconde couronne. construire une famille infinie de pavés a nombre de Heesch égal a 1.
(a) Le pavé découvert en 1968 par Heinrich Heesch et trois (e) Divers pavés ayant un nombre de Heesch égal a 1 construits

fagons de constituer une couronne. par Mark Thompson a partir de polygones réguliers.

b

E=150° D= 60° AB=AE=ED=2BC

A=60° B=C=F=6=160" E= D= 100°
AB=BC=CD=EF=FG=_GA
Il'y a 14 fagons de construire
une couronne (4 droite, deux réalisations).

5 l E n=7 ' n=9 ! n=11
(n=nombre de pavés de la couronne) !

KPpEe
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e e e
systématique montre qu'il existe 14 fagons éux couronnes, mais pas trois
différentes de faire une couronne autour L

de HA [voir la figure ¢ page ci-contre pour
deux exemples; trouver les 12 autres est

es premiers pavés ayant 2 pour Le dessin ¢ montre le plus petit polyo-
nombre de Heesch sont dus a Anne mino ayant un nombre de Heesch égal a 2

i . Fontaine. La forme générale, représentée et les trois fagons de disposer les deux
un amusant casse-téte]. Ces diverses en a, engendre une famille infinie de couronnes: elles ne différent que
couronnes montrent que le nombre de pavés. Un exemple de pavage partiel par la position de deux pavés (en jaune).
Heesch de HA est au moins 1. Un peu de réalisant deux couronnes (mais pas trois)  Ce pavé a été trouvé a I'aide d'un
patience permet de s'assurer qu'aucune est dessiné en b. programme écrit par Glenn Rhoads.

de ces 14 couronnes ne s’entoure d’'une
autre couronne; par conséquent, le nombre
de Heesch de HA est exactement 1.

Peter Raedschelders, en Belgique, a
découvertune famille infinie de pavés dont
le nombre de Heesch est 1. On part d’'une
étoile réguliére ak branches, aveck impair.
Cela détermine une forme qui, accolée a
elle-méme, constitue le pavé cherché [fi-
gured].L'intérét de cette construction est
que le nombre de pavés nécessaire pour
construire lacouronne estk + 2. Il sS’ensuit
que pour tout k, on connait un pavé dont
des copies s’assemblent pour couvrirune
surface, presque ronde et sans trou, d’aire
(k +3) fois supérieure a l'aire du pavé uti-
lisé, mais qui ne peut pas paver le plan
infini. La possibilité de paver un disque
d’aire trés grande par rapport a l'aire du
pavé initial ne garantit donc jamais qu'’il
soit possible de paver le plan.

b

d
b+f+h=d a+e=c+g

Des pavés au nombre
de Heesch égal a2 ou 3

llafalluattendre 1991 pourque les premiers
pavés a nombre de Heesch supérieur a 1
soient identifiés. Anne Fontaine, de I'Uni-
versité de I'Etat de New York 2 Albany,
proposa une famille entiere de tels pavés.
Une sorte de Us’entoure de deux couronnes,
bien qu’il soit impossible d’en faire une
troisiéme (voir'encadré ci-contre, aetb).

En 2003, GlennRhoads, pour son travail
de doctorat mené a I'Université du New
Jersey, a étudié les pavés obtenus en
accolant des carrés par leurs c6tés, qu'on
dénomme polyominos. Ils ont été testés
unaunjusqu’aen trouver d'intéressants.
Le programme écrit par Glenn Rhoads a
ainsi pu déterminerle plus petit polyomino
dontlenombre de Heeschest 2 (ci-contre, ).
Ce polyomino optimal est composé de
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