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Le record actuel : cinq couronnes

Américain Robert Ammann a

découvert en 1991 le premier pavé
ayant un nombre de Heesch égal a 3 (a).
Casey Mann, dans le cadre de sa thése de
doctorat soutenue en 2001 a I'Université
de I'Arkansas, a fait mieux en construisant
un pavé (b) a quatre couronnes (nombre
de Heesch égal a 4). Enfin, le record

mondial est jusqu’ici détenu par un pavé
également découvert par Casey

Mann (c). Son nombre de Heesch est
égal a 5. Ce pavé est extensible (on peut
I'allonger autant que I'on souhaite) et a
toujours un nombre de Heesch égal a 5,
pourvu qu'il soit composé d’au moins
quatre hexagones de base.
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11carrésetiln'yaquetrois fagons de faire
les deux couronnes. Elles ne different que
parla position de deux pavés.

L'année ou Anne Fontaine trouvait sa
famille infinie de pavés ayant un nombre
de Heesch égal a 2, 'Américain Robert
Ammann, un amateur de divertissements
mathématiques auteur de plusieurs trou-
vailles notables concernantles pavages du
plan, découvrit un pavé dont le nombre de
Heeschest égala 3.1l s’agit d'un hexagone
creusé surdeux cotés et muni d’'une petite
bosse surtroisautres cotés. Les creux, par
exemple triangulaires, s’ajustent parfaite-
mentaux bosses (voirfencadré ci-contre, a).
Cesten généralisant ce type de construc-
tions qu’on a su dépasser le record de 3.

Lors de sa thése soutenue a I'Univer-
sité de 'Arkansas en 2001, Casey Mann,
aujourd’hui en poste a [Université de
Washington,aentreprisI'étude systématique
des trous et des bosses dans des formes
pavantleplanalarecherche de pavés dont
le nombre de Heesch dépasse 3. Il s’est
intéressé a trois types de formes: celles
composeées de carrés accolés parleurs cotés
(les polyominos), celles composées d’hexa-
gones accolés et celles composées de
triangles équilatérauxaccolés. En ajoutant
des bosses et des creux complémentaires
entre eux surcertains cotés de ces formes,
on obtient des pavés, que Casey Mann
dénomme poly-formes, dont le nombre de
Heesch dépasse souvent 2.

Indécidabilité

Le résultat qui justifie la méthode et fait
croire en son potentiel est le suivant: si
Pestune poly-forme dontn cotés sont munis
d'une bosse etm c6tés comportent un creux
complémentaire de labosse, etsim etn sont
différents, alors le nombre de Heesch de P
est fini (P ne pave pas le plan).

Ce résultat fournit un procédé d’énu-
mération de pavés candidats quine pavent
pas le plan et qui sont donc susceptibles
de battre le record de Ammann. Notons
d’ailleurs que le pavé de Ammann est une
poly-forme:unhexagoneoum=3etn=2.

Le cas particulier obtenu en accolant
k hexagones en ligne et en les munissant
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de 2k bosses etde (2k + 1] creux (une telle
forme se dénomme k-hexapilier) a permis
debattre lerecord de Robert Ammann: Casey
Mann a prouvé que le nombre de Heesch
des 2 et 3-hexapiliers est4 et que le nombre
de Heesch des k-hexapiliers ou k >3 est
égal a 5 (voir l'encadré page ci-contre, c).

Casey Mann poursuit son étude sys-
tématique en cherchant a dénombrer les
poly-formes en fonction de leurnombre de
Heesch. Le projet est difficile car, méme
pourun petit nombre de c6tés, les combi-
naisons possibles pour placerles creux et
les bosses sont extrémement nombreuses.
Des milliers d’heures de calculs ont déja
été utilisées pour les décomptes.

Pour tout nombre
de Heesch, des pavés?

Pour l'instant, le record de 5 n’a pas été
battu, mais selon Casey Mann, cela sera
probablementle cas. Il pense en effet que,
pour tout n, on trouvera des pavés ayant
un nombre de Heesch supérieuran. Cette
conjecture affirmant I'existence de pavés
dotés d’'un nombre de Heesch aussi grand
quon le veut est parmi les plus difficiles
de la géométrie des pavages. Elle est liée
aunautre probleme important de la théo-
rie des pavages, lui aussi non résolu.

Ce probléme consiste a se demander
siun pavé donné (qu’on prendra polygonal
poursimplifier) pave le plan, etarechercher
un algorithme qui, a chaque fois qu’on lui
soumettrait un tel pavé, calculerait (sans
setromper, bien sir) laréponse, oui ounon.
Dans le cas de plusieurs pavés (on se donne
une famille finie de pavés polygonaux et
oncherche a déterminers'ils paventle plan)
la réponse est connue: il n’existe aucun
algorithme réalisant ce travail. Cette «in-
décidabilité du probleme du pavage » pour
plusieurs pavés a été démontrée en 1966
par ’Américain Robert Berger.

Pourunseul pavé, laréponse estincon-
nue: on ignore s’il existe un algorithme
infaillible indiquant si un pavé polygonal
pave ou non le plan.

Cependant,onmontre que sile probleme
du pavage pourun pavé polygonal estindé-
cidable, alorsiln’existera pas de borne finie
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pour le nombre de Heesch. Résoudre la
conjecture concernant la décidabilité algo-
rithmique du pavage par un polygone résou-
drait donc la conjecture concernant le
nombre de Heesch.

De nombreuses variantes du probléme
de Heesch ont été étudiées et parfois
entiérement résolues.

Sur la sphére, peu de résultats sont
connus. Le plus avancé est donné parun
pavé, un triangle équilatéral d’angle 757,
dontle nombre de Heesch est 3. Dans les
espaces euclidiens de dimension 3 ou plus,
on sait limiter le nombre de Heesch (on
place des bosses et des creux), mais pour
linstant,onn’apas trouvé de formes ayant
un nombre de Heesch supérieur a 5.

Si,aulieu de se placer sur le plan eucli-
dien, on se place sur le plan hyperbolique,
Alexey Tarasov de ’Académie des sciences
de Russie a prouvé en 2010 que le nombre
de Heesch d’un pavé peut étre fini et aussi
grand qu’on le veut. llestassez étrange que
le probleme de Heesch soit plus facile sur
le planhyperbolique que surle plan euclidien!

Pourquoi certains problemes al'’énon-
cé simple, que tout le monde comprend,
sont-ils aussi ardus ? Pourquoi nos puis-
santes machines explorant des millions de
combinaisons parseconde échouent-elles
anous éclairerplus rapidement ? Cest'un
des mystéresles plus profonds des mathé-
matiques; mais c’est aussi ce qui fait leur
intérétetleurcharme:achaque pas,méme
quand on se croit en terrain conquis, un
obstacle inopiné surgit devant nous, exi-
geant des jours, des mois, des années ou
des siecles de travail. ]
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DES NOUVELLES DES GRAPHES-ALLUMETTES

Larticle sur les graphes-allumettes (Pour la Science, novembre 2014) a inspiré
un lecteur qui a étendu le catalogue connu de ces graphes particuliers et délicats
aclasser. Le résultat du colossal travail d’Alexis Vaisse se trouve sur:

http://alexis.vaisse.monsite-orange.fr/page-54b81c6bc01a2.html

Dans les dénombrements qu’il a réalisés, Alexis Vaisse trouve 2008 graphes-
allumettes a 10arcs, quis’organisent en 33 catégories. Pour ceux qui souhaiteraient
vérifier le travail, le prolonger ou l'utiliser, diverses données et programmes concer-
nant ces graphes sont disponibles sur la page web indiquée. Alexis Vaisse a entre-
pris de poursuivre le catalogue entraitant les graphes-allumettesa 11, 12 ou 13 arcs.
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