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Mathématiques

La conjecture de la discrépance  
de Paul Erdős est désormais prouvée
Cette conjecture résistait depuis plus de quatre-vingts ans. En s’appuyant sur les résultats  
d’un travail collaboratif et sur des découvertes récentes, l’Australien Terence Tao l’a confirmée.

E n 1985, Terence Tao, jeune 
prodige des mathématiques 
âgé de 10 ans, rencontrait 

pour la première fois le célèbre 
mathématicien hongrois Paul 
Erdős, 72  ans. Ce dernier ne 
s’était pas trompé sur les qualités 
du garçon. Trente ans plus tard, 
Terence Tao, lauréat de la médaille 
Fields en 2006, a résolu l’une des 
conjectures énoncées par Erdős, 
la conjecture de la discrépance.

Le mathématicien et vulga-
risateur James Grime illustre la 
conjecture ainsi : imaginez-vous 
sur une crête, avec un ravin à 
deux pas sur votre gauche et 
un autre à deux pas sur votre 
droite. Quels enchaînements de 
pas font que vous ne tombez pas 
dans un ravin ? Vous pouvez par 
exemple faire un pas à gauche, 
un à droite, un autre à gauche, 
encore un à droite, etc. Ou aussi 
un pas à droite, deux à gauche, 
un à droite, un à gauche, deux à 
droite, etc. Maintenant, pouvez-
vous trouver un enchaînement de 

pas à gauche et à droite dont tous 
les sous-enchaînements – définis 
en prenant un pas sur deux, un 
pas sur trois, un pas sur quatre, 
etc. – vous évitent de tomber dans 
le ravin ? On voit bien que si l’on 
prend un pas sur deux du pre-
mier enchaînement précédent, 
on tombe très vite dans le ravin. 
En fait, on peut montrer qu’il est 
possible de construire un enchaî-
nement de 11 pas sans qu’aucun 
des sous-enchaînements vous 
condamne à la chute. Mais avec 
12 pas, la chute est inévitable. 
Et si les ravins sont plus éloi-
gnés, de quelle longueur sont les 
enchaînements de pas que l’on 
peut construire en respectant la 
règle énoncée ci-dessus ?

En langage mathématique, si 
l’on remplace les pas à gauche et 
à droite par 1 et –1, la question 
revient à construire une suite dont 
la valeur absolue de la somme 
des premiers termes soit toujours 
inférieure à un entier K fixé. Consi-
dérons maintenant des sous-suites 

en prenant des termes régulière-
ment espacés à partir de 0. On a 
d’abord la sous-suite des termes 
de rang pair, puis la sous-suite des 
termes de rang multiple de 3, puis 
multiple de 4, etc. Pour chacune de 
ces sous-suites, la valeur absolue 
de la somme des premiers termes 
peut-elle rester inférieure à K ? La 
conjecture d’Erdős énonce que 
c’est impossible pour K supérieur 
ou égal à 2. Pour toute suite, il 
existe toujours un nombre n et une 
sous-suite telle que la valeur abso-
lue de la somme des n premiers 
termes excède K. L’énoncé de cette 
conjecture, dite de la discrépance, 
est relativement simple ; pourtant, 
les mathématiciens s’évertuent 
à la démontrer depuis quatre-
vingts ans.

La situation K = 2 est illustrée 
plus haut par James Grime, avec 
les ravins situés à deux pas de 
chaque côté ; on a vu qu’on ne 
pouvait pas faire plus de 11 pas. 
Et pour K = 3 ? Boris Konev et 
Alexei Lisitsa, de l’université de 

Liverpool, en Grande-Bretagne, 
ont trouvé la solution en 2014. 
Grâce à un programme infor-
matique, ils ont testé toutes les 
configurations possibles pour 
des enchaînements de plus en 
plus longs. La preuve occupe un 
volume de 13 gigaoctets, ce qui en 
fait la plus longue démonstration 
jamais proposée. Le résultat est 
qu’il est possible de construire 
des enchaînements de 1 160 pas 
et d’échapper à la chute, mais 
qu’il n’est pas possible de s’en 
sortir avec 1 161 pas.

Plus K est grand, plus la 
contrainte sur les enchaînements 
se relâche, et plus il est possible 
de trouver une longue suite. Il est 
assez clair que chaque valeur de K 
peut être étudiée selon la tech-
nique de Boris Konev et Alexei 
Lisitsa, mais cela ne suffit pas 
pour démontrer le cas général qui 
fait l’objet de l’énigme d’Erdős : 
pour toute suite, il existera tou-
jours une sous-suite qui vous fera 
tomber dans le ravin situé à une 
distance arbitraire de K pas.

En 2009, Timothy Gowers, 
de l’université de Cambridge, en 
Grande-Bretagne, et lauréat de la 
médaille Fields en 1998, a intégré 
la conjecture de la discrépance 
d’Erdős au projet Polymath. Ce 
projet collaboratif rassemble de 
nombreux mathématiciens, dont 
Terence Tao, qui s’attaquent à 
certains problèmes bien définis. 

En 2012, l’équipe a concédé 
qu’elle ne faisait plus de progrès. 
Néanmoins, un résultat important 
a émergé lors de cette collabo-
ration mondiale qui a duré trois 
ans. Il a été montré qu’il suffisait 
de vérifier le cas d’un type par-
ticulier de suites de 1 et de –1 
pour démontrer la conjecture de 

Terence Tao, 
médaille Fields en 2006.
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