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LILOGIQUE & CALCUL

Le probleme des 8 reines... et au-dela

De combien de fagons différentes peut-on placer n reines sur un échiquier de taille n xn
dans des positions compatibles ? Posé depuis bient6t deux siécles,
ce probléme dit des n reines n'est résolu que jusqu’a n=26.

Jean-Paul DELAHAYE

n 1848, unjoueur d’échecs alle-

mand, Max Bezzel, pose le pro-

bléme suivant: est-il possible de

placer 8 reines sur 'échiquier de

fagon qu’aucune ne soit « en prise » (sous

le feu d’une autre) ? Rappelons qu'une reine

menace toutes les cases de la ligne, de la

colonne et des deux diagonales passant par
la case qu'elle occupe.

Puisquiln’ya que 8 lignes horizontales

sur'échiquier, et qu'une reine au plus peut

se trouver sur une telle ligne dans une

solution du probléme, il est certain qu’il n'y
aura pas plus de 8 reines indépendantes
sur'échiquier 8 x 8: s'il existe des solutions,
elles comporteront toutes une reine par ligne
au maximum. Il en va de méme pour les
colonnes et les diagonales.

Carl Friedrich Gauss [ 1777-1855) étudia
le probleme et le résolut partiellement en
proposant 72 solutions avec, pour chacune,
8 reines sur 'échiquier de 64 cases, mais
ilavait oublié certaines solutions. La premiére
solution compléte fut proposée en 1850,

par Franz Nauck. Il existe 92 dispositions
convenables, donc 20 de plus que celles
trouvées par Gauss. Elles se réduisent a 12
quand on enléve les configurations se dédui-
sant d’'une autre par des rotations ou des
symétries. Deux de ces 12 solutions ont une
jolie propriété : il n'existe jamais trois dames
alignées, quelles que soient les droites
envisagées. Essayez de les trouver (sans
consulter I'encadré ci-dessous].

La généralisation du probleme de Bez-
zel consiste a envisager un échiquier carré

Les 12 solutions de base pour I'échiquier 8 x 8

n cherche a placer le plus

grand nombre possible

de reines sur I'échiquier de
64 cases, sans qu'aucune de ces reines
ne soit en prise sur une autre.

On ne peut en placer que 8 au plus,
car il est impossible d’en mettre 2
sur la méme ligne (ou la méme
colonne). On découvre par tdtonnements
qu’il existe des configurations
satisfaisantes avec 8 reines.
Il'y en a 92, qui se réduisent a 12
quand on retire les configurations
identiques a une symétrie pres
ou a une rotation pres. Parmi
ces solutions, 2 ont la propriété
de ne contenir aucun triplet de reines
alignées, ce sont les solutions dont
le cadre est ici marqué en rouge.
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de n cases de c6té et a essayer d'y placer
nreines. Cestle « probleme des n reines ».
On découvre sansmal que pourn=2etn=3,
c’estimpossible. En revanche, pourn =4,
cela semble toujours possible.

On envisage deux aspects du probléme:
(i) trouver pour tout n une solution, s'il en
existe;
(ii] trouver toutes les solutions ou seule-
ment les dénombrer, au moins pour les
premiéres valeurs de n.

Une solution, oui;
toutes les solutions, non

Le probleme (i] est aujourd’hui parfaitement
résolu, cela sans avoir besoin d'un ordinateur:
on décrit un procédé général sous forme
géométrique qui, pour tout n = 4, construit
une configuration convenable. De tels pro-
cédés sont nombreux et on en découvre
régulierement de nouveaux.

La version (ii] est bien plus délicate.
Imaginer des procédés simples qui, pour
tout entier n, décrivent toutes les solutions
ne semble pas envisageable. On utilise donc
des ordinateurs pour effectuer des calculs
systématiques. C'est un exercice de pro-
grammation que tout étudiant en informa-
tique a pratiqué au moins une fois. Il est
assez facile d’écrire un programme qui traite
le probléeme jusqua n=12. Aller au-dela
demande plus de soin et de patience et fait
I'objet de records qui, a cause de I'explosion
combinatoire, évoluent lentement. A cejour,
le décompte des solutions a été menéjusqu’a
n=26.Réussirce décompte pourn =27 ap-
parait un défi difficile: on en est a n=26
depuis plus de cing ans.

A défaut de connaitre le nombre exact
de solutions pour tout n, on essaie de mino-
rer ce nombre, car il est intéressant de
savoir (et de démontrer) que le nombre de
solutions augmente trés rapidement avecn.
Quelques minorations sont connues et les
raisonnements qui y menent sont assez
intéressants. Nous allons en présenter un
et expliquer comment plusieurs mathéma-
ticiens ont été piégés et ont proposé de faux
raisonnements repris parfois sans vérifica-
tion dans la littérature sur le sujet. Aupara-
vant, présentons la méthode pour obtenir
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Une solution pour tout entier n= 4

our montrer que le probléme des n reines a au moins une solution
pour tout entier n= 4, il n’y a pas besoin d’ordinateur : il suffit
de réfléchir. En plagant des reines selon deux lignes obliques,
on obtient un schéma qui marche parfaitement pour les nombres pairs n
de la forme 6m + 4 (échiquier 1, n=10), ol m est un entier positif ou nul,
et de la forme 6m (échiquier 2, n = 12), mais pas quand n est de la forme 6m +2
(échiquier 3, n=8).

Il faut traiter & part le cas ot n est de la forme 6m +2. C'est assez facile:
on part de deux lignes obliques de reines (échiquier 4), puis on déplace 4 reines
(échiquier 5).

Lorsque n est impair, la solution se déduit des solutions trouvées pour le cas oti n est
pair: on reprend les solutions pour les cas pairs en ajoutant une reine en haut a droite
sur I'échiquier agrandi d’une ligne et d’une colonne (échiquiers 6 et 7).
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