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Probléme des 50 prisonniers: la procédure et la solution Suivre

inquante prisonniers numérotés de 1a 50 passent les uns aprés les autres

devant une grande table oli sont alignées 50 boites. Ils ne peuvent pas

communiquer et ignorent ce qu’ont fait les prisonniers passés avant eux.

Les gardiens de la prison ont déposé au hasard des cartons numérotés de 1a 50

dans les 50 boites, en mettant exactement un carton par boite. Chaque prisonnier

ouvre 25 boites de son choix et les referme sans toucher aux cartons qui s’y trouvent.

L'ensemble des prisonniers gagne et ils sont libérés si chacun d’eux a ouvert

la boite contenant son numéro.

En jouant au hasard, les prisonniers réus-
siront dans 1 cas sur 2°° (car chacun aura
dans ce cas une chance sur deux de trouver
son numéro). lIs peuvent faire beaucoup
mieux et gagner dans plus de 30 % des cas.
Comment ?

En appliquant la stratégie Suivre (illustra-
tion ci-dessous), les 2n prisonniers gagnent si
la permutation définie par la distribution des
cartons dans les boites ne contient pas un
cycle de taille supérieure a n. Le raisonne-
ment mathématique montre que cela se
produit pour une proportion de permuta-
tions égale a1-1/(n+1)-1/(n+2) - ...-1/(2n).

Avec 4 prisonniers, on a 4! = 24 permuta-

tions possibles. Les répartitions de cycles sont:

A. Quatre cycles de taille 1

1 permutation: [1—1,2—2,3—3,4—4].

B. Un cycle de taille 2 et deux de taille 1

6 permutations:
[152,251,353,4-54]
[153,252,3>1,4>4]
[154,252,353,4>1]
[151,253,352,4>4]
[1>1,2>4,353,4->2]
[151,252,3>4,4->3].

C. Deux cycles de taille 2

3 permutations:

[152,251,354,4>3]

[153,254,3>1,4>2]

[154,253,352,4>1].

D. Un cycle de taille 3 et un cycle de taille 1
8 permutations:

[151,253,354,4->2]

[1>1,254,352,4->3]

[153,252,3>4,4>1]

[1>4,252,351,4>3]

[152,254,353,4>1]

[154,251,353,4>52]

[152,253,3>1,4>4]

[153,251,3>2,4>4].

E. Un cycle de taille 4
6 permutations :

[152,253,3>4,4>1]

[152,254,351,4>3]

[153,254,352,4>1]

[153,251,3>4,4>2]

[1>4,253,3>1,4>2]

[1>4,2>1,3>2,4>3].

On a bien 24 permutations. Le nombre
de permutations permettant de gagner est
10=1+6+3(cas A, B et C). La probabilité
de gagner est bien de 10/24 =1-1/3 - 1/4.

1. Le prisonnier ouvre la boite 2. Il lit le numéro contenu
portant le méme numéro que lui,  dans cette boite.

3. Il ouvre la boite corres-
pondant au numéro pioché...

4, ... en espérant trouver
enfin son numeéro.
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Une inégalité démontrée par un dessin

Cette inégalité est équivalente a :
1/(n+1)+1/(n+2) +...+1/(2n) <In(2).
Donnons une preuve graphique de ce

Yy

our prouver que, en adoptant la stratégie Suivre, les prisonniers ont une

probabilité de gagner supérieure a 1 - In(2) = 0,306852..., on utilise le fait

que, pour tout entier n supérieur ou égal a1,on a:
1-[/(n+1)+1/(n+2) +...+1/(2n)] > 1 - In(2).

résultat pour n =3, clairement générali-
sable a tout entier n > 2. Le logarithme
népérien de t, noté In(t), est défini pour

i
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In(2) =In(2n) =In(n)> 1/(n + 1) + 1/(n + 2) + ... + 1/(2n)

tout t positif comme I'aire comprise entre
I'axe des x et I'hyperbole d’équation y =1/x,
entre I'abscisse 1 et I'abscisse t. Cela
permet de visualiser In(6) et In(3), puis, par
soustraction, In(6) - In(3) = In(2). Les petits
rectangles en jaune ont une aire qui vaut
1/4 +1/5 + 1/6. Puisque l'aire en jaune est
contenue dans |'aire en bleu, on a:

1/4 +1/5 +1/6 < In(6) - In(3) = In(2).

y
y=1/x
. , Va+ 1/5+1_/6‘<In[6]—ln[3]

=In(2)
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le trouve pas, il ouvre la boite correspondant
au numéro trouvé dans la boite qu'il vient
d’ouvrir. S'il trouve son numéro dans cette
seconde boite, il s'arréte. Sinon, il continue
de la méme facon: il va ouvrir la boite cor-
respondant au numéro qu'il vient de trouver
dans la derniére boite ouverte, et continue
jusqu’a avoir ouvert 25 boites. Cette straté-
gie est la stratégie Suivre.

Pourquoi la stratégie Suivre fonctionne-
t-elle ? Lexplication se résume ainsi: en
adoptant la stratégie Suivre, un prisonnier
trouvera son numéro, sauf sile cycle auquel
appartient son numéro dans la décompo-
sition en cycles de la permutation des boites
définie parles cartons qu’elles contiennent
est de longueur (on dit aussi: ordre) supé-
rieure 3 25. Et les prisonniers qui adoptent
tous la stratégie Suivre gagneront si la
décomposition en cycles de la permutation
ne comporte pas de cycle de longueur supé-
rieure a 25, ce qui se produit dans plus de
30% des cas.

Avant de justifier cette probabilité, exa-
minons les permutations, cycles et décom-
position en cycles. Une permutation de
lensemble {1, 2, ..., p} (p étant un entier
positif] est une application bijective f (ou dite
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aussi biunivoque ou «unaun») defensemble
vers lui-méme. Cette application f vérifie deux
propriétés: sia # b, alors f(a) # f(b] (pro-
priété A]; pour tout ¢ entre 1 et p, il existe
un unique a tel que f(a) =c (propriété B).
Les cartons portant les numéros mis
dans les boites définissent une telle per-
mutation, car il y en a exactement un par
boite. Si I'on a par exemple 6 prisonniers
(n=3) et que les cartons sont mis dans
l'ordre 2-4-5-1-3-6, 'application bijective f
est celle qui a 1 associe 2, a 2 associe 4,
a 3 associe 5,3 4 associe 1, 3 5 associe 3,
etabassocie6:f(1)=2,f/(2)=4,f(3) =5,
fl4)=1,f(5)=3,1(6) =6.

Observons le prisonnier 1 qui applique la
stratégie Suivre :il ouvre la boite 1 ety trouve
le carton 2;il ouvre donc la boite 2 ouil trouve
le carton 4;il ouvre donc la boite 4 ouil trouve
le carton 1. Il s’arréte, il a réussi. Le prison-
nier 2, lui, tombe sur 4, puis 1, puis 2. Il
réussitaussi. On vérifie que tous les prison-
niers réussissent, car la stratégie Suivre les
envoiedanslecycle1 -2—4—1—2—4

pour les prisonniers 1, 2 et 4, dans le cycle
3—5—3—5pourlesprisonniers 3 et 5,
etdans le cycle 6 — 6 pour le prisonnier 6.

La permutation considérée ici se décom-
pose en trois cycles de longueurs respec-
tives 3, 2 et 1. Ce type de décompositions
encycles est général: toute permutation d'un
ensemble fini dans lui-méme se décompose
en un nombre fini de cycles.

Pour le démontrer, c’est assez simple.
En partant de x et en suivant les entiers
successifs f(x), f[f(x)), Af(f(x]]), ..., on finit
par retomber sur un entier y déja obtenu,
cariln’yaqu’un nombre fini d'entiers consi-
dérés par la permutation. Considérons le
premier entier y déja obtenu sur lequel on
retombe. Cest nécessairementx, car si c’était
un autre entier, celui-ci serait obtenu de deux
facons différentes (par l'entier quia donnéy
la premiére fois, et par celui quiy amene la
deuxieme fois), ce qui estimpossible puisque f
étant bijective, tout élément n’a qu’un seul
antécédent (propriété B). Tout entier x appar-
tient donc a un cycle. La permutation se
décompose ainsi en plusieurs cycles, qui
sont bien sdr disjoints, et qui sont tels que
la somme de leur taille (le nombre de leurs
éléments) est p.
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