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peut être décrit localement par une, deux 
trois ou même n coordonnées (espace à 
n dimensions). Avec Riemann, les variétés 
se dégagent des espaces ambiants dans les-
quels elles sont plongées et prennent leur 
autonomie : il n’y a plus a priori d’extérieur 
naturel à une variété. Cela a permis par 
exemple à Einstein de concevoir l’Uni-
vers comme une variété qui ne soit pas 
a priori un espace euclidien (dont les lois 
sont celles de la géométrie traditionnelle 
d’Euclide). Le progrès est réel, mais la 
disparition du décor demande un certain 
effort d’abstraction.

Au début du XXe siècle, les mathéma-
ticiens s’aperçoivent que dans les espaces 
métriques (c’est-à-dire munis d’une notion 
de distance entre les points), beaucoup de 
propriétés fondamentales (telle la connexité, 
qui est la propriété d’un espace d’être 
« d’un seul tenant », ou la «compacité ») 
ne dépendent pas de la métrique qu’ils 
portent, mais seulement des parties dites 
ouvertes de ces espaces. Une partie est dite 
ouverte si, dès qu’elle contient un point, 
elle contient une boule centrée en ce point. 
Par exemple, les ouverts de la droite réelle 
sont les réunions (quelconques) d’intervalles 
ouverts, et les ouverts du plan les réunions 
de disques ouverts, c’est-à-dire privés de 
leurs bords. De plus, les ouverts ont des 
propriétés intéressantes qui leur confèrent 

une certaine stabilité : une réunion quel-
conque d’ouverts ou une intersection d’un 
nombre fini d’ouverts est encore un ouvert. 

En 1914, le mathématicien allemand 
Felix Hausdorff s’appuie sur ces propriétés 
de stabilité pour définir la notion d’espace 
topologique : un espace topologique est 
un ensemble E muni d’un ensemble de 
parties de E appelées ouverts (ou parties 
ouvertes de E) vérifiant les deux proprié-
tés suivantes : l’ensemble E lui-même et 
l’ensemble vide sont des ouverts, et une 
réunion quelconque d’ouverts ou une 
intersection d’un nombre fini d’ouverts 
est encore ouverte. On dit que l’ensemble 
des ouverts de E est une topologie sur E. 
Des concepts antérieurs (comme ceux de 
variété ou d’espace métrique), la défini-
tion d’espace par Hausdorff ne conserve 
qu’une idée très affaiblie de proximité à 
travers le concept d’ouvert.

La notion d’espace topologique permet 
d’appliquer notre intuition « spatiale » à 
des situations sans métrique naturelle. Par 
exemple, en géométrie algébrique, grâce 
à Oscar Zariski, mathématicien d’origine 
russe de la génération précédant celle 
de Grothendieck, on sait associer à tout 
anneau A (c’est-à-dire à tout ensemble muni 
d’une addition et d’une multiplication, 
par exemple l’anneau  des entiers relatifs 
ou les anneaux de polynômes) un espace 
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Les premiers pas de la nouvelle géométrie

Avant les réflexions de Grothendieck et de son école, 

les objets de base de la géométrie algébrique étaient 

les anneaux de polynômes (à coefficients réels ou 

complexes) dont les éléments s’interprètent de manière assez 

évidente comme des fonctions à valeurs dans  ou .

Grothendieck a voulu 
étendre à tous les anneaux 
(commutatifs) le champ de la 
géométrie algébrique. Pour 
cela, il fallait pouvoir, par analo-
gie avec les anneaux de poly-
nômes, considérer les éléments 
d’un anneau A quelconque 
comme des fonctions. C’était 
faisable, mais avec un certain 
prix à payer, comme le montre 
le cas de l’anneau  des entiers 
relatifs.

Pour considérer tout entier n 
de  comme une fonction, il 

suffit d’associer à n une fonction 
définie sur le spectre de  (l’en-
semble des nombres premiers) 
par sa valeur en chaque nombre 
premier p. On pose cette valeur 
égale au résidu modulo p de n 
dans le corps fini /p, c’est-à-
dire au reste de la division eucli-
dienne de n par p. Le prix à 
payer est une différence essen-
tielle avec le cas des anneaux de 
polynômes, car pour , la fonc-
tion associée à n ne prend pas 
ses valeurs sur un corps unique 
comme  ou , mais sur un 

corps différent (/p) pour 
chaque nombre premier p. 
Toute la difficulté consistait 
donc à rassembler de manière 
cohérente tous ces corps. Et 
bien sûr à faire de même pour 
chaque anneau (commutatif 
avec élément unité). C’est le 
formalisme des faisceaux (voir 
l’encadré page 34) qui a donné la 
solution à Grothendieck et qui 
l’a conduit au langage des 
schémas.

La notion de faisceau avait 
été introduite quelques années 
plus tôt, en 1946, par le mathé-
maticien français Jean Leray. 
Prisonnier de guerre en 
Autriche, Leray participait à une 
université de captivité et, de 
peur d’être réquisitionné pour 
travailler à l’effort de guerre 

allemand, il avait délaissé sa 
spécialité, l’hydrodynamique, 
plus proche d’applications 
potentielles, pour y donner un 
cours de topologie algébrique. 
Dans ce cours, il avait notam-
ment cherché à reconstruire la 
topologie algébrique en se 
débarrassant des hypothèses 
inutiles. Dans la continuité de 
ses recherches, il avait conçu 
une première notion de faisceau 
sur un espace topologique, un 
outil qui lui permettait de relier 
entre elles des données locales 
pour en faire une donnée 
globale. Jean-Pierre Serre a 
étendu ces méthodes à la 
géométrie algébrique, où 
Grothendieck les a utilisées et 
considérablement développées 
à son tour.




