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qui présentent « beaucoup de propriétés » 
de la catégorie des ensembles.

Pour Grothendieck, de l’autre côté du 
miroir entre les espaces ordinaires et les 
topos, du côté des topos, « le monde est 
plus beau ». Pour m’en donner une illus-
tration, Olivier Leroy, un ancien élève de 
Grothendieck, m’avait expliqué il y a bien 
longtemps : « Passer des espaces topolo-
giques aux topos, c’est comme passer de la 
géométrie affine à la géométrie projective : 
cela fait disparaître les cas particuliers. » 
(voir la figure page 35 et l’encadré page 36).

Plus généralement, le langage des topos 
permet de donner une représentation spa-
tiale pertinente à des situations qui, clas-
siquement, n’étaient pas associées à une 
telle représentation (principalement en 
algèbre). Par exemple, la théorie de Galois, 
qui portait originellement sur la résolubilité 
des équations algébriques, devient, dans le 
cadre des topos, un exemple de situation 
galoisienne que l’on rencontre dans beau-
coup de domaines, comme la classification 
des revêtements d’un espace topologique.

Le langage des topos est devenu un 
outil fondamental pour un grand pan de la 
géométrie algébrique actuelle, notamment 
la géométrie algébrique dérivée. Conti-
nuation de la géométrie algébrique dans 
l’esprit de Grothendieck, cette géométrie 
est développée par des mathématiciens 
comme Jacob Lurie et Bertrand Toen en 
France. Ces mathématiciens ont même 
dépassé les « simples » topos et utilisent 
des notions de topos d’ordres supérieurs 
(les infini-topos, par exemple).

Certains essayent aussi de mieux com-
prendre les « espaces de modules », c’est-à-
dire les espaces décrivant toutes les formes 
possibles d’objets d’un type géométrique 
donné, comme les courbes algébriques. 
Dans les années 1980, l’étude de l’espace 
algébrique de toutes les formes possibles 
de courbes, qui est en fait un topos et non 
un espace ordinaire, a été centrale dans le 
travail de Grothendieck.

Les applications de la théorie des topos 
vont aussi bien au-delà de la géométrie 
algébrique. Les physiciens théoriciens y 
voient un cadre naturel pour une logique 
quantique. Les logiciens, quant à eux, les 
utilisent pour construire des modèles de 
théories formelles : on peut voir chaque 
topos comme une sorte d’univers des 
ensembles avec sa propre logique. Comme 
application, on a pu construire un topos 
dans lequel l’hypothèse du continu n’est 

pas vérifiée. Formulée au XIXe siècle 
par le mathématicien allemand Georg 
Cantor, cette hypothèse affirme que si 
un ensemble présente un nombre d’élé-
ments d’une infinité d’ordre supérieur 
à celle de l’ensemble des nombres natu-
rels, alors il a au moins autant d’éléments 
que l’ensemble des nombres réels. La 
démonstration de cette hypothèse est 
le premier des 23 problèmes que le 
mathématicien allemand David 
Hilbert avait proposés en 1900 
pour guider la recherche en 
mathématiques. En 1963, le 
mathématicien américain 
Paul Cohen avait montré 
que l’hypothèse ne peut se 
déduire des axiomes de la 
théorie des ensembles, ce 
qui lui avait valu la médaille 
Fields. La théorie des topos a 
permis de retrouver ce résultat 
de manière plutôt simple.

Nul besoin de points 
pour exister

Contrairement aux points des espaces topo-
logiques, ceux des topos ne font pas partie 
de la structure, mais ils ne disparaissent 
pas forcément : un point d’un topos T est 
un morphisme du topos ponctuel (la caté-
gorie des ensembles) dans T. Un topos non 
vide n’a donc pas forcément de point. En 
revanche, dans un topos, il peut y avoir des 
morphismes entre les points, comme dans 
la situation décrite dans la figure page 35.

D’une certaine manière, le théorème 
de Banach-Tarski (voir l’encadré page 36), si 
difficile à accepter dans le cadre classique 
et qui s’éclaire dans celui des topos, nous 
montre une certaine limite du choix qui 
prévaut depuis au moins Descartes, et qui 
consiste à modéliser (et même à penser !) 
l’espace comme un ensemble de points. 
Postulat d’ailleurs conforté par le point 
de vue ensembliste en vigueur depuis 
Cantor et Hilbert : dans  les mathéma-
tiques « modernes », tous les objets sont 
des ensembles !

Le cadre des topos nous permet de 
sortir de ce carcan, car les topos n’ont pas 
besoin de points pour exister : il donne au 
mathématicien – comme s’il avait chaussé 
de nouvelles lunettes – un nouvel outil 
d’exploration, plus fin, faisant apparaître de 
nouveaux objets et apportant de nouvelles 
réponses à d’anciennes questions.� n

De 
l’autre côté 

du miroir
entre les espaces 

ordinaires et les topos, 
le monde est plus beau 

■■ BIBLIOGRAPHIE

Le site du Grothendieck Circle 
rassemble certaines œuvres 
inédites du mathématicien : 
www.grothendieckcircle.org/




