en 2015, s’étend sur 389 pages et donne
les références de 2012 articles !
Poursuivons nos questions a propos
des graphes complets a n nceuds, notésK .
Le nombre d’arcs du graphe K est égal
a n(n—1)/2: chaque nceud est lié 3
n—1 autres (rappelons qu’on interdit les
arcs liantun nceud a lui-méme), ce qui fait
un total de n(n—1] liens, qu'il faut diviser
par 2 puisque l'arc AB est considéré identique
al'arc BA.Ondémontre que K n'est gracieux
quesin=1,2,3ou4.

C'est bien dommage, car cela aurait permis
de fabriquer d’élégantes régles de mesure
comportant peu de graduations. Considérons
par exemple la numérotation quirend gra-
cieuxle graphe K,,. Ses neeuds sont numé-
rotés 0, 1, 4, 6. Les arcs, eux, sont numé-
rotés 1,2, 3,4, 5,6. En plagantles nceuds
surunerégle et les disposant de fagon que
les nceuds soient a distance 0, 1,4 et 6
d'un repére initial, on obtient une regle
n'ayant que 4 graduations et qui peut tou-
tefois mesurerles distances 1,2, 3,4, 5,6
(voir I'encadré page ci-contre).

Sile graphe K¢, qui comporte 10 arcs,
avait été gracieux, on aurait pu construire
une regle a 5 graduations permettant de
mesurer les distances 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9, 10. Une telle régle n'existe pas. On peut
chercher a s'en approcher en essayant de
placer n marques surune régle en des posi-
tions entieres, de telle fagon que les distances
entre deux marques soient toujours diffé-
rentes. Bien sdr, le systéme de n marques
conduisant a la régle la plus courte (celle
dont les deux graduations extrémes sont
les plus rapprochées) donne la régle la plus
intéressante. C’est ce qu'on dénomme la
«régle optimale de Golomb d’'ordre n ». Elle
porte le nom du mathématicien américain
Solomon Golomb, qui s’est intéressé a tous
ces problémes et a bien d’autres, et qui est
décédé tout récemment, le 1" mai 2016.

Pour 5 marques, il y a en fait deux gra-
duations optimales: celle ou on place les
marques en 0, 1,4, 9, 11 et celle ou elles
sonten 0, 2, 7 8, 11. On peut grace a elle
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fabriquer une régle a 5 graduations qui
mesure toutes les distances 1,2, 3,4, 5,6,
7,8,9, 11 (ilmanque 10). Cela permet alors
de concevoir une salle de réunion ayant trois
murs escamotables et qui pourra recevoir
k, 2k, 3k, 4k, 5k, bk, 7k, 8k, 9k ou 11k per-
sonnes selon les murs utilisés, ou k est le
nombre de chaises de chaque rangée (voir
I'encadré page ci-contre).

La recherche des regles optimales de
Golomb est particuliérement difficile et de
nombreuses heures d’ordinateur y ont été
consacrées. Des tableaux de records sont
établis. Démontrer que les régles figurant
dans ces tableaux de records ne peuvent
étre améliorées exige un travail supplé-
mentaire, qui n'a pas pu étre mené tres
loin faute d’'une théorie puissante de ces
structures combinatoires.

Aujourd’hui, on connait avec certitude
les regles optimales de Golomb pour 1 a
27 graduations. Leur longueur est donnée
en bleu, entre parentheses:

1(0], 2(1), 3(3), 4(6), 5(11), 6(17],

7 (25), 8(34), 9(44), 10(55), 11(72],

12(85), 13(106), 14(127), 15(151]),
6(177), 17(199]), 18(216), 19(246),

20(283), 21(333], 22(356), 23(372),
4 (425),25(480),26(492), 27 (553).

Le dernier progrés est daté du 19 fé-
vrier 2014. Il a permis de prouver que pour
27 graduations, les positions suivantes
donnent la régle optimale:
0-3-15-41-66-95-97-106-142-152-220-221-
225-242-295-330-338-354-382-388-402-
415-486-504-523-546-553.

La théorie des graphes, dont I'essentiel
des développements a moins d’un siécle,
rencontre comme 'arithmétique d’étranges
problémes aux énoncés simples dont les
démonstrations sont soit trés longues,
comme le « Théoréme des mineurs » (voir
cette rubrique dans Pour la Science
d’avril 2008], soit introuvables, comme les
deux conjectures que nous venons d’évoquer.
Pourquoi ? C’est assez mystérieux, mais
cela montre que les formalismes que nous
utilisons (des axiomes et des régles pour
les manipuler] et qui nous semblent puis-
sants et généraux, sont en réalité faibles
etn’accedent efficacement qu’a la surface
du monde mathématique. |
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Limaginaire a la carte

Les cartes de mondes fictifs rivalisent parfois de réalisme avec celles
de régions terrestres bien réelles. Elles fourmillent de détails et racontent,
a leur fagon, une part de 'histoire de leur univers.

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUC(Q

ans la version frangaise de

I'encyclopédie Wikipédia, la

description géographique du

continent de Westeros est
plus longue et détaillée (plus de 6 000 mots)
que celle du Danemark (3 724 mots seule-
ment), ol vivent également des monarques
ou des princesses. La différence est que
Westeros est un lieu imaginaire tiré des
romans de George R. R. Martin, adaptés a
latélévisionavec lasérie Game of Thrones. La
carte de ce monde, minutieusement décrite
dans le générique de chaque épisode, plante
le décor ou se déroule 'action et renforce la
crédibilité de cette fiction. Cest un procédé
classique dans les histoires médiévales-fan-
tastiques: déja en 1937, dans son premier
roman Bilbo le Hobbit, John R. R. Tolkien
avaitlui-méme dessiné la carte de la Terre
du Milieu. Ce continent devenu mythique
est aussi le sieége de I'action du Seigneur
des Anneaux (1954-1955).

Les cartes, ces « outils géographiques
parexcellence », pour reprendre I'expression
du géographe Jean-Benoit Bouron, défi-
nissent des lieux, qu’ils soient réels ou
imaginaires. Outre les informations souvent
multiples quelles délivrent — topographiques
mais aussi climatiques, écologiques, géo-
logiques, géopolitiques, etc.— les cartes
racontent leurs propres histoires.

En 1992, William Sarjeant, professeur de
géologie a luniversité du Saskatchewan, au
Canada, slestappuyé surla carte et les écrits
de Tolkien pour reconstruire I'histoire géolo-
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gique de la Terre du Milieu ! Avec ses monstres
et ses sirenes soigneusement dessinés dans
les mers, sarose des vents trés élaborée ainsi
que sonstyle graphique tiré des mappemondes
des siecles des grandes découvertes, cette
carte témoigne des inspirations tantot médié-
vale, tantét art nouveau ou méme folklorique
de l'auteur, qui était professeur de philologie
al'université de Leeds. Les toponymes uti-
lisés — tel The Shire (le Comté, ou vivent les
Hobbits) — trahissent aussi I'affiliation bri-
tannique de Tolkien (les mémes Hobbits sont
d’ailleurs souvent vus comme des caricatures
de la bourgeoisie anglaise).

La carte de Ille mystérieuse du roman
éponyme de Jules Verne [ 1875) présente des
toponymes trés évocateurs : promontoire du
Reptile, golfe du Requin, caverne des Jaguars.
Les figurés sont conventionnels pour'époque:
les reliefs y sont symbolisés par des tirets
(dontla densité est proportionnelle ala pente),
des ondes de vagues s’étirent le long des
cotes, les plages et les dunes sont représen-
tées par des pointillés et les foréts par des
figurés moutonneux. Cette représentation
imaginaire semble directement inspirée de
la carte des iles Auckland, un archipel bien
réel situé au sud de la Nouvelle-Zélande, et
dont 'exploration des terres désolées n'était
pas inconnue de Jules Verne.

Mais alors comment démeéler le vraidu
faux ? Il n'est parfois pas évident de recon-
naitre une géographie imaginaire: leurs
auteurs prennent soin d'utiliser des codes
graphiques bien adaptés pour brouiller les
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pistes. On pourrait dire que les cartes fictives
présentent souvent des terrae incognitae,
c'est-a-dire des zones blanches laissées
vierges pour permettre a la trame de se
dérouler, aux personnages d’évoluer, ou tout
simplement a 'imaginaire de se mettre en
branle. Mais n'est-ce pas aussi le cas de nos
cartes bien réelles ? Méme a I'heure des
satellites qui quadrillent notre planéte, la
carte géologique de 'Antarctique, parexemple,
présente encore des zones inconnues, les
géologues ne pouvant se rendre sur place
pour Vérifier leurs hypothéses (la glace
empéche tout échantillonnage rocheux). Il
en est de méme avec la carte des fonds
marins, dont 75 % des zones trés profondes
demeurent inexplorées.

Explorées, les terrae incognitae reculent
petit a petit et les cartes s’enrichissent. La
cartographie n'est donc pas un domaine figé,
mais en perpétuelle évolution. D'ailleurs, les
premieres mises en forme scientifiques de
données cartographiques remontent a Pto-
lémée (I1° siecle]. Cest lui qui, le premier, a
formulé des principes de projection: «ll
serait bon de conserver droites les lignes
quireprésentent les méridiens et de repré-
senter les paralleles de latitude par des arcs
de cercle dessinés autour d'un méme centre. »

Siles cartes forment d’excellents sup-
ports pour illustrer et décrire les mondes
fictifs enlittérature, elles sont aussi utilisées
en bande dessinée et au cinéma. La carte
du monde d’Aldébaran, dessinée par Leo,
permet de suivre les aventures de colons
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humains fraichement débarqués sur cette
planéte imaginaire. Dans Star Wars, les
plans de I'Ftoile Noire (Episode lll] etla carte
menant a Luke Skywalker [€pisode VII] sont
méme au cceur de I'action !

Des villes-planetes aux
défis de l'urbanisation

Le géographe Alain Musset s'est penché,
toujours dans le monde de Star Wars, sur
la cartographie de Coruscant, une ville cou-
vrant toute une planéte. Il note que cette
cité démesurée et remplie de gratte-ciel
présente une structure verticale ou les
classes sociales sont marquées par des
inégalités vertigineuses. Selon lui, ce sché-
ma, trés classique, des ceuvres dépeignant
des mégapoles hypermodernes (trés pré-
sentes dans le genre cyberpunk notamment),
résulterait d'inquiétudes bien réelles liées
alurbanisation galopante — et ses problemes
sociauxinhérents —de certaines régions du
monde (rappelons que 54 % de la population
mondiale est aujourd’hui concentrée dans
des zones urbaines].

Simple illustration renforcant la fiction,
décorvivant, ou encore lieu d’action, la carte
est aussi au ceeur des jeux de réle (jeux de
plateau et jeux vidéo). Ainsi, la carte de
Laelith, grande cité médiévale-fantastique
imaginée dans les années 1980 par 'équipe
du magazine Casus Belli, a servi de base a
de nombreux scénarios, notamment pour
le jeu Donjons & Dragons. Notons que cette

carte intégre astucieusement des données
géologiques, car la cité en question est
construite en pente, surun grand plan qu’un
basculement tectonique a incliné.

Lalimite entre réalité et fiction estencore
plus ténue lorsque des lieux bien réels de-
viennent espaces fictionnels. Dans LAppel
du Cthulhu, autre jeuissu de l'univers anxio-
gene de I'écrivain Howard P. Lovecraft, cer-
taines parties se déroulent surune carte de
Londres a 'époque victorienne. Enfin, dans
Sables rouges, jeu de role de science-fiction
(du genre postapocalyptique), les scénarios
reposent sur une carte réelle de la planéte
Mars éditée parla Nasa!

Sila cartographie est une discipline rele-
vant des sciences dites exactes car elle
mesure, analyse et tente de représenter des
données souvent quantitatives dans des
espaces donnés, la géographie n'en demeure
pas moins une science humaine quiassume
pleinement sa dimension subjective.

Et si des cartes imaginaires peuvent
ressemblera des mondes bien réels, l'inverse
est également vrai. Lespace décrit en géo-
graphie varie suivant les projections et les
points de vue : parexemple, la carte de la Terre
avec la projection de Spilhaus, centrée surle
poéle Sud, fait apparaitre les océans au centre
du monde et nous ferait presque croire que
nous vivons sur une autre planéte ! ]

Jean-Sébastien STEYER est paléontologue
au CNRS-MNHN, a Paris. Roland LEHOUCQ
est astrophysicien au CEA, a Saclay.

Marc BOULAY est sculpteur numérique.
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