pour les nombres L qui ne sont pas des
inverses de nombres entiers, il existe des
fonctions satisfaisant les hypotheses et
n'ayant aucune corde de longueur L.

La partie positive du théoréeme a été
découverte en 1806 par le physicien André-
Marie Ampere. Pour la partie négative, il a
fallu attendre le mathématicien frangais Paul
Lévy (1886-1971), quiladémontraen 1934.

Démontrons la partie positive. On consi-
dére, quel que soit I'entier n > 1, la fonction
g(x)=flx+1/n)—f[x), qui est définie pour
toutx compris entre 0 et 1-1/n.On a:
g(0)+g(1/n)+g(2/n)+..+g(1—1/n) =

f[0)—f(1)=0.0n endéduit que la fonction g

ne peut pas étre partout strictement posi-
tive. Elle ne peut pas non plus étre partout
strictement négative. D’aprés le théoréeme
des valeurs intermédiaires (selon lequel
une fonction continue quivauty en un point
etz enunautre passe partoutes les valeurs
comprises entre y et zJ, g prend donc la
valeur 0. Autrement dit, il existe au moins
une valeur x, tel que g(x,) =0, c’est-a-dire
flxg)=flx,+ 1/n), etil existe donc une corde
horizontale de longueur 1/n.

La fonction de Paul Lévy, qui montre
que ce sont les seules longueurs de corde
obligées, estg, (x) =sin?(mx/L}-xsin?(m/L),
quin’a pas de corde de longueur L siL n'est
paslinverse d’un entier. létude quile montre
n'est pas trés facile, mais en faisant des-
siner par votre ordinateur la fonction
g,(x)—g,(x+L) pour x compris entre 1 et
1-L, vous verrez quelle n'est jamais nulle
[voir 'encadré page 79).

On trouvera une présentation de ce théo-
réme peu connu dans le livre A Primer of Real
Functions, de Ralf Boas(4¢ édition, The
Mathematical Association of America, 1996].

Terminons, cette fois sans donnerde démons-
trations car elles sont trop compliquées, par
un incroyable résultat sur les cycles des
fonctions continues.

On considére une fonction continue de
[0, 1] dans [0, 1]. Pour tout x entre O et 1,
on considere la suite numérique suivante:

x [0, A0 AU, - AU (X))
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Si cette suite retombe sur le nombre x
initial, on dit que 'on a un cycle. Le plus petit
entier pour lequel cela se produit est
I'«ordre » du cycle. Par exemple, la fonction
flx)=1-x esttelle que toutx # 1/2 engendre
un cycle d'ordre 2: en partant de x=1/3,
onalecycle1/3 > 2/3 > 1/3.

On a la stupéfiante propriété suivante,
découverte plusieurs fois, en particulier
par Tien-Yien Li et James Yorke (<« Period
three implies chaos», The American
Mathematical Monthly, vol. 82(10),
pp. 985-992, 1975) :sifauncycle dordre 3,
alors elle a des cycles de tout ordre. Mais
I'inverse est faux: pourtout k # 3, il existe
des fonctions ayant un cycle d’ordre k et
n‘ayant pas de cycle d’ordre 3.

Le théoreme a été rendu plus précis
en 1964 par le mathématicien ukrainien
Oleksandr Charkovski, qui a découvert une
relation de nécessité tres subtile et tota-
lement inattendue entre les ordres des
cycles. Lordre 3 implique 'ordre 5 qui im-
plique le 7, quiimplique le 9, etc. Mais aussi,

3—5 7 911 ..
—3.2—>52—>72 —»>9.2—>112-...
—»3.2235.22 4,722 ,9.22,11.2%5 ...
—3.28 5523 »72% 5923511235 ...

— e 2" 5. 520 28

le 6 implique le 10, qui implique le 14, etc.
Ce systeme d'implication est défini par le
tableau ci-dessus qu’on doit lire ligne par
ligne, du haut vers le bas.

Ce tableau ne peut pas étre simplifié,
caril existe par exemple des fonctions ayant
des cycles d'ordre 10 (donc 14, 18, etc.),
mais aucun cycle d'ordre 6, 3, 5, 7, ... Pour
des détails, voir Chung-Wu Ho et Charles
Morris, «A graph-theoretic proof of Shar-
kovsky’s theorem on the periodic points of
continuous functions », Pacific Journal of
Mathematics, vol. 96(2), pp. 361-370, 1981
(http://bit.ly/2haCILH) et I'article Sharkov-
skii’s theorem sur Wikipedia.

Qui aurait imaginé que le seul fait d’étre
une fonction continue d’un intervalle dans
lui-méme cachait ce tableau mystérieux 7l
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Les crocodiliens, divinités ou acteurs de séries B

De I'€gypte antique jusqu’a Hollywood, les crocodiliens inspirent la peur

par leur taille, leurs crocs et leur goat pour la chair humaine.

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUCQ - lllustration : Marc BOULAY

es bestiaires fantastiques sont

souventinspirés de la biodiver-

sité réelle, actuelle ou fossile :

dinosaures, tortues, primates,
insectes, céphalopodes ou encore suidés, de
nombreux groupes zoologiques sont repris
et magnifiés dans les ceuvres de fiction.
Ces animaux nous inspirent parce qu'ils
présentent des morphologies, des tailles
ou encore des modes de vie extravagants
selon les normes humaines. Parmi eux, les
crocodiliens, tantdt dieux mythologiques,
prédateurs sanguinaires, ennemis jurés du
Capitaine Crochet ou supervilains, méritent
une mention spéciale.

Les crocodiliens (ou Crocodilia dans le
jargon des zoologistes) rassemblent au-
jourd’hui 23 espéces de reptiles ovipares
plutdt amphibies, tropicaux et carnivores
—bien que le gavial du Gange, Gavialis gan-
geticus au long museau fin, soit piscivore.
Le genre Crocodylus regroupe a lui seul
13 especes et demeure le plus répandu
dans la bande intertropicale, d’Amérique
centrale jusquen Indonésie, en passant par
I'Afrique avec le célebre et dangereux cro-
codile du Nil (Crocodylus niloticus).

Dans I'Egypte antique, le dieu Sobek,
représenté par un humain a téte de cro-
codile, était associé al'eau et a la fertilité.
Etre dévoré par un crocodile vous élevait
au rang d’«enfant chéri du dieu» et la
présence de nombreux individus dans le
Nil annoncait des crues favorables aux
récoltes. Des temples ainsi qu'une céléebre
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LE GRAND ALLIGATOR, sorti en 1979,
illustre parfaitement le genre de film

de série B ol un crocodilien terrorise

la population. Ce film s’inspire fortement

des Dents de la mer mais aussi de King Kong,
ou le sacrifice d’'une jeune femme pourrait
apaiser le monstre.

grotte renfermant des momies de crocodiles
sont dédiés a Sobek dans la ville de Médi-
net el-Fayoum, autrefois nommée Croco-
dilopolis par les Grecs. D'autres especes
de crocodiliens figurent également dans
les mythes de différents peuples: ainsi,
chez les Mayas, Zipacna, sorte de démon
violent et arrogant, créateur des montagnes,
est représenté par un grand caiman, tan-
dis qu'une légende papoue raconte que
Kabakmeli, crocodile divin, a créé le monde
et ses habitants.

Le comportement parfois trés agressif
des crocodiliens et leur taille souventimpres-
sionnante (avec un record de 6,17 meétres
détenu par un crocodile marin, C. porosus,
qui vivait en captivité aux Philippines
jusqu'en 2011]) inspirent les auteurs et réa-
lisateurs quien fontalors de terribles monstres
mangeurs d’hommes. Au cinéma, les croco-
diles sont devenus en eau douce ce que les
requins étaienten mer: une gueule affamée
garnie de dents aiguisées surgies des pro-
fondeurs. Ainsi, aprés I'énorme succés des
Dents de la mer (Steven Spielberg, 1975),
de nombreuses productions ont tenté d’ex-
ploiter le filon avec des crocodiliens plus ou
moins réalistes, comme avec Les Dents de
la mort (Arch Nicholson, 1987] et de nom-
breuxfilms de série B dont les titres en disent
long sur la qualité des scénarios.

Outre une morphologie souvent exa-
gérée avec une surenchére de crétes,
d’écailles et de dents débordant des ma-
choires, le dénominateur commun des
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«crocodiloides » de ces films reste souvent
le gigantisme de l'espéce en question. Ainsi,
le record du plus grand crocodilien fictif
est détenu par Crocosaurus, visible dans
le trés dispensable Mega Shark vs. Croco-
saurus (Christopher Ray, 2010] : sa taille
varie, selon les séquences du film, de 60 a
plusieurs centaines de metres ! Ces men-
surations variables ne sont pas sans rap-
peler celles de Godzilla (Ishird Honda, 1954,
autre géant improbable dont la masse
empécherait tout déplacement au sol, par
effondrement sous son propre poids.

Dans la réalité, les plus grands croco-
diliens sont a rechercher dans les strates
géologiques de notre planéte. Sarcosuchus
imperator, dont un squelette assez bien
conservé est exposé a Paris dans la galerie
de paléontologie du Muséum national d’his-
toire naturelle, fait environ 12 metres pour
une masse estimée a 8 tonnes. Ce croco-
dilien bien en chair (sarco signifie « chair»
en grec), et dont les premiers fossiles ont
été découverts dans les années 1940 par
des géologues francais au cceur du Sahara,
vivait au Crétacé inférieur, il y a environ
112 millions d’années, en Afrique notamment.
Grace a sa taille imposante, il navait sans
doute rien a craindre des dinosaures carni-
vores contemporains.

D'autres fossiles de Sarcosuchus parfois
plus complets ont été découverts en 1997
et 2000 par le paléontologue américain Paul
Sereno et son équipe: ceux-ci 'ont alors
nommé <« Supercroc > sans savoir que ce
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SARCOSUCHUS IMPERATOR, un des plus grands crocodiliens,
pouvait mesurer pres de 12 metres. La fonction de la bosse
a l'extrémité de son museau reste une énigme.

sobriquet allait devenir plus tard le titre d’'un
autre film de série B (Scott Harper, 2007)
mettant en scéne un crocodile géant qui
terrorise Los Angeles... Quoi qu’il en soit,
Sarcosuchus est remarquable par son
museau long et fin, qui présente a 'avant
une sorte de bosse naturelle logeant les
narines externes, et dont 'éventuelle fonc-
tion (olfaction, vocalisation ou autre) demeure
trésdiscutée. Cette étrange «bulle osseuse »
évoque celle des gavials males, avec lesquels
l'espéce fossile n'est cependant pas direc-
tement apparentée.

Un autre trait morphologique rencontré chez
de nombreux crocodiliens, est la présence
d'ostéodermes surle corps, sortes d’écailles
dermiques reposantsurdes plaques osseuses
et protégeant 'animal contre les agressions
extérieures. Cette armure dermique recouvre
le dos, et parfois le ventre de I'animal.

Les ostéodermes sont également connus
chez des stégocéphales (grands amphibiens
anciens] etde nombreux reptiles, qu'ils soient
fossiles (phytosaures, aétosaures, certains
dinosaures, etc.] ouactuels (certains lézards).

Des analyses de structure interne, effec-
tuées en microtomographie a rayons X (clest-
a-dire al'aide de puissants scanners XJ, ont
montré que ces étonnantes écailles pré-
sentent des lignes d’arrét de croissance qui
enregistrent le rythme de vie etla croissance

del'animal, de laméme fagon que les cernes
marquent la croissance des troncs d’arbres.
Ainsi, grace a ses ostéodermes, on sait que
Sarcosuchus mettait 50 a 60 ans pour at-
teindre sataille adulte. En outre, ces écailles
osseuses trés ornementées sont aussi
percées d’un réseau de canaux vasculaires
quileur confére, en plus de leur role protec-
teur, une fonction thermorégulatrice: les
ostéodermes permettent aux crocodiliens
de capter ou d’évacuer plus rapidement la
chaleur. Les canaux sanguins qui irriguent
les ostéodermes en profondeur apparaissent
en surface sous la forme de petits trous.
Cette morphologie est bien respectée
dans la récente représentation que le film
Suicide Squad (David Ayer, 2016] fait de
Killer Croc, un personnage de l'univers
DC Comics. Waylon Jones, c’est son nom,
estvictime d'une grave maladie de peau qui
recouvre dés son plus jeune age son corps
d’écailles et le transforme en homme-cro-
codile. Son apparence monstrueuse conduit
ason exclusion de la société. Etil estamené
atravailler dans un cirque. Cette biographie
fictive évoque clairement celle, malheureu-
sement bien réelle, d'un certain Joseph
Merrick, au XIX® siécle, plus connu sous le
nom d'€lephant Man. Des vies bouleversantes
qui font couler bien plus que des larmes de
crocodile. ]
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