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Joseph DeVincentis et Ulrich Schimke ont
démontré qu’il existe une infinité d’entiers qui
ne sont pas somme de deux nombres palin-
dromes. L’affaire est entendue: en effectuant
la somme de deux nombres palindromes, on
n’obtient qu’une petite partie des entiers.

Le plus beau résultat concernant les
sommes de palindromes est récent, mais lui
aussi tout aussi définitif: « Tout nombre entier
est somme de trois nombres palindromes au
plus.» Le nombre 2000, par exemple, est la
somme de 616, 383 et 1001.

Le résultat a été obtenu en deux temps.
D’abord, en 2015, William Banks a démontré
quen base 10, tout entier est somme d’au plus
49 nombres palindromes. Il semblait alors
quon était au début d’une série de résultats
ou, progressivement, on remplacerait 49 par
des entiers de plus en plus petits.

En fait, Paffaire fut magistralement traitée
d’un seul coup. Javier Cilleruelo, de 'univer-
sité de Madrid, et Florian Luca, mathémati-
cien roumain aujourd’hui a l'université de
Witwatersrand, a Johannesburg (Afrique du
Sud), ont en effet démontré en 2016 dans un
article de 39 pages que: «Dans toute base b>5,
tout entier s’écrit comme une somme d’au
plus trois nombres palindromes. » La démons-
tration est constructive, puisqu’elle décrit un
algorithme qui conduit, pour tout entier
donné, ala somme recherchée. Cette prouesse
nous rappelle la démonstration de Gauss
en 1796 établissant que tout nombre entier est
la somme de trois nombres triangulaires
(C’est-a-dire de la forme n(n+1)/2).

L’article revient aussi sur les sommes de
deux palindromes et montre que les entiers
qui ne sont pas somme de deux palindromes
sont tres nombreux dans le sens suivant: pour
chaque base b>2, il existe une constante stric-
tement positive c telle que les nombres qui ne
sont pas somme de deux palindromes repré-
sentent une proportion des nombres entiers
supérieure a c. Javier Cilleruelo et Florian
Luca conjecturent, sans toutefois réussir a la
démontrer, une propriété analogue pour les
nombres entiers qui sont la somme de deux
palindromes.

INFINIMENT PALINDROME

Terminons par un remarquable résultat
concernant les palindromes infinis et les
nombres réels transcendants. Pour ’énoncer,
il faut d’abord évoquer la notion de nombre
infiniment palindrome et celle de fraction
continue.

Considérons la suite de symboles compo-
sée uniquement de a et de b définie en partant
de ab et en ajoutant son complément ba
(chaque a est remplacé par b et chaque b par a),
ce qui donne abba, puis en recommengant en
ajoutant le complément de ce qu’on vient

d’obtenir, ce qui donne abbabaab, et en recom-
mencant indéfiniment:

abbabaabbaababba,

abbabaabbaababbabaababbaabbabaab, etc.

On obtient une suite infinie de a et de b
dont les 4 premiers symboles sont un palin-
drome, de méme que les 16 premiers symboles,
de méme que les 64 premiers symboles, etc.
On dit que c’est un mot «infiniment palin-
drome»: ses débuts sont une infinité de fois
des palindromes.

Quand on dispose d’une suite infinie d’en-
tiers positifs a_, a, a, ... il est usuel en arith-
métique de considérer le nombre réel suivant
dénommé fraction continue associée a la suite
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Un extraordinaire résultat de Boris
Adamczewski et Yann Bugeaud établit que sila
suite de nombres entiers est infiniment palin-
drome, alors le nombre réel défini par la frac-
tion continue associée est soit un nombre
quadratique, soit un nombre transcendant,
c’est-a-dire que soit il est solution d’une équa-
tion polynomiale a coefficients entiers de
degré 2 au plus, soit il n’est la solution d’aucune
équation polynomiale a coefficients entiers.

Dit encore autrement, les nombres réels
définis par des fractions continues infiniment
palindromes sont élémentaires ou alors aussi
compliqués que les nombres m ou e (qui sont
transcendants). C’est bien sr un moyen nou-
veau de définir des nombres transcendants.
En particulier, le nombre x obtenu en prenant
a=1et b=2 dans le mot infiniment palindrome
indiqué plus haut et en écrivant la fraction
continue associée est transcendant:

On aimerait avoir un résultat analogue
concernant les nombres dont I’écriture en
base B est une suite infiniment palindrome.
Mais pour I'instant, les techniques disponibles
achoppent et a nouveau on est réduit a des
conjectures.

Amusements sans prétention ou résultats
profonds et difficiles, voire seulement conjec-
turés, les palindromes occupent passionné-
ment les mathématiciens qui y découvrent
mille merveilles insoupconnées.
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Une sculpture métallique de 17 métres de hauteur invite
a s'immerger dans la vie d'une ruche.
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