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Pourquoi I'énoncé de Fermat, qui est simple

et anodin en apparence, a-t-il acquis

une telle célébrité ?

Il'yatout d’abord le contraste entre le coté é1é-
mentaire de cet énoncé et la difficulté extréme
de sa preuve que moi-méme, par exemple,
serais incapable de comprendre en détail sans
avoir fait trois ou quatre années d’études préa-
lables. I’énoncé de Fermat a attiré une multi-
tude de mathématiciens amateurs, qui révaient
de pouvoir entrer dans l’histoire en trouvant,
un peu sur un coup de chance, une preuve.
C’est encore le cas aujourd’hui, avec des gens
qui sont persuadés qu’il existe une démonstra-
tion beaucoup plus simple que celle ’Andrew
Wiles. Et au fil des siecles, plusieurs mathéma-
ticiens éminents ont, au détour de leurs tra-
vaux, prouvé le théoreme de Fermat pour des
valeurs particulieres de 'exposant n. Un autre
élément d’attrait est 'anecdote historique avec,
en particulier, Perreur ou le bluff de Fermat qui,
dans la marge d’un livre, a écrit avoir découvert
une démonstration merveilleuse, mais trop
longue pour figurer dans cette marge. Il y aun
roman derriere le grand théoreme de Fermat,
et il est haut en couleur!

Le «grand théoréme de Fermat» est-il
important pour la théorie des nombres?

En soi, non. Ce théoreme a ici et 1a quelques
conséquences, mais les méthodes développées
pour le démontrer sont de loin plus importantes
que le résultat lui-méme. Et c’est une histoire qui
a été pleine de rebondissements au cours des
derniéres décennies. Dans les années 1980,
Andrew Wiles, qui était fasciné depuis son
enfance par la conjecture de Fermat, a compris
que certains développements dans le domaine
ou il faisait ses recherches (la géométrie algé-
brique) lui permettraient peut-étre d’élaborer
une démonstration. Il a alors travaillé en secret
durant des années, avant d’annoncer lors d’un
séminaire en 1993 y étre parvenu. Mais sa preuve
comportait une erreur, et il a fallu ’aide de son
ancien étudiant Richard Taylor pour la réviser et
’achever, dans une course de vitesse pour ne pas
se faire doubler par quelqu’un d’autre. Les
méthodes mobilisées pour ce théoreme conti-
nuent d’ailleurs de bouger, afin de réécrire la
preuve et mieux relier 'énoncé de Fermat a
d’autres sujets. Tout cela touche des domaines
parmi les plus prestigieux des mathématiques,
ceux qui font le plus réver - la théorie des
nombres, la géométrie algébrique, champs ol
Pactivité est intense et ou’école francaise a d’ail-
leurs une forte expertise.

Pouvez-vous donner une idée de la démarche
suivie par Andrew Wiles?

Depuis 1986, on savait, a la suite de divers tra-
vaux, que la conjecture de Fermat pouvait étre
vue comme un cas particulier d’'un énoncé plus

vaste et plus technique, la conjecture de Shimura-
Taniyama-Weil. Cette «conjecture STW» datant
des années 1960 prédisait une sorte de diction-
naire, de correspondance, entre les «courbes
elliptiques» — des courbes (qui ne sont pas des
ellipses...) définies par des équations algébriques
du troisieme degré a coefficients entiers, et dont
on ne considere que les points a coordonnées
rationnelles — et des fonctions particulieres, les
«fonctions modulaires». Or on peut associer une
certaine courbe elliptique a ’équation de Fermat
et on a montré que si cette équation avait des
solutions en nombres entiers, alors la courbe
elliptique correspondante ne vérifierait pas la
conjecture STW. Par conséquent, si la conjecture
STW est vraie, il s’ensuit que I’équation de
Fermat n’a pas de solutions en nombres entiers
et le grand théoreme de Fermat serait ainsi
prouvé. Andrew Wiles a donc entrepris de
démontrer la conjecture STW.

C'est ce qu'il a réussi a faire?

Presque. Andrew Wiles a réussi a démontrer
une partie importante de la conjecture STW,
qui suffisait & prouver la conjecture de Fermat.
La conjecture STW complete a été démontrée
plus tard, en 1999, par Christophe Breuil, Brian
Conrad, Fred Diamond et Richard Taylor. Cette
conjecture est d’ailleurs une brique d’un édifice
plus vaste qu’on appelle le programme ou la
correspondance de Langlands.

De quoi s'agit-il?

C’estun ensemble d’idées et de conjectures com-
plexes qui ont été esquissées a la fin des
années 1960 par le mathématicien canadien
Robert Langlands. Ce programme établit des
ponts, ou des correspondances, entre la théorie
des nombres et d’autres parties des mathéma-
tiques (géométrie algébrique, théorie des
groupes, etc.). Il continue & occuper aujourd’hui
de nombreux chercheurs brillants, parmi les-
quels Laurent Lafforgue (médaille Fields
en 2002), Christophe Breuil, Ng6 Bao Chau
(médaille Fields en 2010)...

Est-il fréquent que la preuve d'un énoncé
élémentaire comme celui de Fermat nécessite
des mathématiques de trés haut niveau?

Oui, j’y ai moi-méme été confronté a plusieurs
reprises au cours de ma carriere, dans mes tra-
vaux sur la stabilité des gaz et des plasmas. Avec
mes collegues, nous nous sommes souvent
retrouvés avec des preuves plutot vertigineuses
pour des énoncés qui étaient en eux-meémes peu
compliqués. Le coeur de la preuve peut étre assez
simple, mais c’est 'enrobage technique qui est
tres élaboré. Ce qu’on préfere, c’est quand l'idée
centrale est a la fois simple et inattendue; mais
ce n’est pas toujours le cas ! m

Propos recueillis par Maurice Mashaal
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I 40 ANS DE DECOUVERTES

m LA PLURALITE DES MONDES ENFIN CONFIRMEE

DETECTION _
D'EXOPLANETES

ernard de Fontenelle écrivait déja

en 1686: «Les étoiles fixes sont autant

de Soleils dont chacun éclaire un
monde.» Mais comment déceler ces mondes,
les exoplanetes, des millions de fois moins bril-
lants que leur étoile mere et presque confon-
dus avec elle sur la votte céleste?

En 1995, a ’Observatoire de Haute-Pro-
vence, les Suisses Michel Mayor et Didier Que-
loz observent des oscillations dans le spectre
de Iétoile 51 Pegasi dues a son déplacement le
long de la ligne de visée. L’étoile tourne donc
autour de son centre de gravité commun avec
un autre objet. Il s’agit d’une planete compa-
rable a Jupiter et huit fois plus proche d’elle que
Mercure ne Pest du Soleil. I’année suivante, on
détecte d’autres exoplanetes qui sont aussi des

m UN NOUVEL ETAT DE LA MATIERE

CONDENSATS DE
BOSE-EINSTEIN

n 1925, Albert Einstein et Satyendranath
Bose prédirent que dans un gaz composé
de particules indiscernables, toutes
pourraient se retrouver dans un seul et méme
état quantique. Certes, le principe d’exclusion
de Pauli, découvert la méme année, interdit aux
particules de matiere - les «fermions», caracté-
risés par un spin (moment magnétique intrin-
seque) demi-entier — d’étre dans un méme état.
C’est ce qui confere ala matiere sa... «fermeté»!
Mais cela fonctionne pour les photons, qui sont
des «bosons» - des particules de spin entier. Le
phénomene est a 'origine de ’émission laser.
I1 se trouve qu’un systeme composé de plu-
sieurs fermions peut avoir un spin total entier
et se comporter comme un boson. En 1995, Eric
Cornell et Carl Wieman, au laboratoire NIST/
JILA, dans le Colorado, puis Wolfgang Ketterle,
au MIT, firent passer des nuages d’atomes (de
rubidium ou sodium) dans une série de pieges
laser puis magnétiques pour abaisser leur tem-
pérature au voisinage de 100 nanokelvins. IIs
obtinrent des condensats de Bose-Einstein de
quelque 100000 atomes ayant perdu toute
individualité pour ne plus former qu’une seule
fonction d’onde quantique collective.
Ces condensats exhibent a 'échelle macros-
copique les comportements quantiques de la
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EXOPLANETES ONT
ETE DETECTEES

ET CONFIRMEES
DEPUIS 1995,
SELON LA NASA.

Dans un condensat de Bose-Einstein
(taches colorées ci-dessus)

en rofation apparaissent des vortex
- ou tourbillons — quantifiés

(les points réguliérement espacés).

«Jupiter chaudes», des géantes gazeuses gravi-
tant tres pres de leur étoile. Leur abondance
étonne - et décoit, car de tels systemes sont
certainement dépourvus de petites planetes
comparables ala Terre. Est-elle le fait d’'un biais
de laméthode de détection qui favorise les pla-
netes massives et proches de leur étoile?
Cette question a stimulé ’émergence d’un
nouveau pan de l’astronomie. A ces mesures
dites «de vitesses radiales » s’est ajouté ’envoi
dans I’espace d’instruments décelant les breves
éclipses dues au transit d’une planete devant
son étoile. On connait aujourd’hui pres de
4000 exoplanetes, parmi lesquelles les petites
planctes rocheuses sont en fait abondantes...
Les astronomes révent désormais d’instru-
ments pour capter et analyser la lumiere de ces
mondes a la recherche de signes de vie. B

R.C.

M. Mayor et D. Queloz, Nature, vol 378(6555),
pp. 355-359, 1995

matiere. On y a observé des franges d’interfé-
rences alternativement denses et vides typiques
de la nature ondulatoire des objets quantiques,
ou encore le fait que le moment cinétique est
quantifié: des nombres entiers de vortex discrets
apparaissent dans les condensats que 'on met en
rotation. Ils sont désormais un outil précieux
pour la recherche fondamentale. B

R. C.

M. H. Anderson et al., Science, vol. 269(5221),
pp. 198-201, 1995; K. B. Davis et al., Phys. Rev. Lett.,
vol. 75(22), pp. 3969-3973, 1995
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Sciences: les défis d’hier  FARSRETE ENCE W s
et d’aujourd’hui Sl :

Exoplanétes, imagerie du cerveau en train
de fonctionner, séquencage de I’ADN, cause
anthropique du changement climatique,
boson de Higgs, démonstration du théoréeme
de Fermat, web, téléphone portable...
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Avec - Gilles Dowek, chercheur a I'lnria, professeur a I'Ecole
normale supérieure de Paris-Saclay;

Etienne Klein, physicien et philosophe des sciences au CEA;
Valérie Masson-Delmotte, climatologue au Laboratoire

des sciences du climat et de I'environnement au CEA;
Roland Lehoucg, astrophysicien au CEA.

Séance animée par Cécile Lesfienne, directrice de la rédaction
du magazine Pour la Science.
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