ENDEZ-VOUS

I LOGIQUE & CALCUL

UNE SURPRISE DE L'INFINI
MATHEMATIQUE

‘infini mathématique produit parfois
d'étonnantes propriétés dont on pourrait croire
a tort qu'elles sont le fait de coincidences.
En voici un exemple : il est possible de trouver un
multiple de votre année de naissance (ou de votre
numéro de sécurité sociale, ou numéro de carte
bancaire) qui ne contienne que des 7 et des 0,
les 7 étant tous placés devant les 0.
Exemple : le nombre m = 1 968, multiplié
par k = 3952 122 854 561 875, donne
n=7777777 777 777 770 000.

Ce qui est vrai pour 1 968 est vrai pour tout
nombre entier ! Cela semble magique. Pourtant,
c'est assez facile a démontrer. On pourra d'ailleurs
aisément écrire un programme qui, pour tout
m donné (pas trop grand !) trouve le k voulu.

Démonstration : Soit un entier quelconque m.
Considérons tous les nombres 7, 77, 777, 7777, ...
et divisons-les par m, en notant les restes obtenus.
— Deux de ces nombres (et méme une infinité
de couples) donneront le méme reste, car les restes
possibles d'une division par msont 0, 1, ... m -1
et sont donc en nombre fini.

— Soustrayons le plus petit du plus grand :
n=77777..777 - 777...77.

— Par construction, comme différence de deux
nombres donnant le méme reste quand ils sont
divisés par m, le nombre n est un multiple de m.
De plus, il est de la forme 777...777000...000. CQFD.

> trompe en croyant quune observation est signi-
ficative et doit donc étre expliquée, alors qu’elle
devait se produire (elle ou une autre du méme
type) du fait du grand nombre d’hypotheses
envisagées, parfois collectivement par ’en-
semble des équipes de recherche, dans la quéte
de régularités statistiques.

DATA SNOOPING

Cette illusion est proche de celle dénom-
mée data snooping («furetage discret de don-
nées») que l'on peut utiliser pour des
tromperies délibérées. Pour en illustrer le fonc-
tionnement, Halbert White, de I"université de
Californie a San Diego, a suggéré la méthode
suivante permettant a un journal financier
d’augmenter le nombre de ses abonnés.

La premiére semaine, le journal envoie un
exemplaire gratuit a 20000 personnes; dans la
moitié des numéros envoyés, il est écrit que
l'indice boursier (par exemple le Dow Jones) va
monter, dans I'autre moitié le journal affirme
que 'indice va baisser. Selon que I'indice a effec-
tivement monté ou baissé, le journal envoie la
semaine suivante, aux 10000 adresses qui ont
regu la bonne prévision, un second numéro gra-
tuit, avec dans la moitié des exemplaires ’an-
nonce pour la semaine suivante que I'indice va
monter et dans 'autre moitié¢ qu’il va baisser.
La troisieme semaine, le journal envoie
5000 numéros gratuits a ceux qui ont regu la
bonne anticipation deux semaines de suite, etc.
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A chaque fois, le journal insiste sur le fait
qu’il a correctement prévu la tendance depuis
plusieurs semaines et propose un bulletin
d’abonnement. Au bout de 10 semaines, il ne
restera qu'une vingtaine d’envois a faire, mais
pour étre persuadé que le journal sait prédire
la bonne tendance de I’indice boursier, rares
sont les lecteurs potentiels qui attendent une
prévision exacte 10 fois de suite. Par consé-
quent, un bon nombre de nouveaux abonne-
ments auront été souscrits a mesure du
déroulement des envois.

Une autre situation de data snooping dans
le traitement des données financiéres conduit
a une navrante désillusion. On cherche des
reégles du type «Si aujourd’hui le cours de I’ac-
tion A monte et que le cours de ’action B
baisse et que..., alors le cours de P’action X
montera demain». On en écrit un grand
nombre, voire on écrit toutes les regles de ce
type comportant 10 éléments dans leurs pré-
misses. On sélectionne ensuite, a ’aide d’une
série de données provenant du passé, les meil-
leures regles. On élimine toutes les regles qui
se sont trompées avec les données passées, et
on retient seulement celles qui ont toujours
fourni une bonne prédiction, ou celles qui ont
eu raison le plus souvent. On disposera alors
inévitablement d’une série réduite de regles
qui, si elles avaient été appliquées sur les don-
nées du test, auraient permis de gagner beau-
coup d’argent... et qui pourtant ne
rapporteront rien dans les semaines qui sui-
vront leur mise en ceuvre pour faire des achats
et des ventes.

Bien siir, le piege est connu des chercheurs
et des méthodes ont été mises au point pour
ne pas étre victime de I'illusion. On cherchera
par exemple a évaluer, avant de mener la
recherche des bonnes regles, la probabilité que
lorsque les données sont tirées au hasard 'une
des regles de la liste envisagée fonctionne avec
ce hasard, et on s’assurera que cette probabilité
est proche de o.

LOTERIE TRUQUEE ?

Qui peut considérer comme normal qu’a
quelques jours de distance, la méme série de
6 numéros sorte d’un tirage du Loto? C’est
pourtant ce qui se produisit le 10 sep-
tembre 2009 pour le Loto bulgare. La série 4,
15, 23, 24, 35, 42 n’a rien d’extraordinaire, sauf
qu’elle avait déja été tirée 6 jours auparavant,
le 4 septembre, par le méme Loto bulgare. Une
coincidence incroyable, au point que le
ministre des Sports Svilen Neikov demanda
Pouverture d’une enquéte. Aucune tricherie
n’a été détectée, et d’ailleurs les deux tirages
avaient eu lieu devant les caméras de la télévi-
sion. La chose fut considérée si extraordinaire
que la presse dans le monde entier rapporta
I’événement.
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Plus étonnant peut-étre, un an apres, a un
mois d’intervalle, le 21 septembre et le
16 octobre 2010, le Loto israélien sortit la série
13,14, 26, 32, 33, 36, provoquant la encore ’éton-
nement mondial. Comme l’expliquait David
Hand dans son article «Des coincidences pas
si étranges» (Pour la Science n°438, avril 2014),
si on prend en compte le nombre de jeux de
Loto dans le monde, et le nombre de tirages
que chacun d’eux opere, souvent plusieurs fois
par semaine, notre étonnement doit cesser.

Plus précisément, considérons le Loto bul-
gare ou I’on tire 6 numéros entre 1 et 49, ce qui
donne une probabilité de gagner de 1/13983 816.
Demandons-nous combien de tirages sont
nécessaires pour que I’événement «deux
d’entre eux donnent le méme résultat» ait une
probabilité supérieure a 50% de se produire. La
réponse est 4404.

Le calcul est analogue a celui fait pour le
célebre paradoxe des anniversaires, selon
lequel dés que 23 personnes sont réunies, la
probabilité que deux d’entre elles aient la
méme date anniversaire dépasse 50 %. Cela
montre que les événements ressentis comme
extraordinaires pour les loteries bulgare et
israélienne sont en fait nécessaires. Ce n’est
pas la survenue des tirages identiques qui est
improbable, mais I'inverse: si tous les tirages
étaient toujours différents, nous devrions nous
en étonner et en rechercher ’explication.

Une autre source d’étonnements provient
des séries rapprochées d’événements rares, tels
que les accidents d’avion. Les journalistes
aiment mentionner une prétendue «loi des
séries», pourtant inconnue des mathémati-
ciens, qui expliquerait ces rapprochements
jugés a la fois fortement improbables et expli-
cables par cette introuvable loi... Jacques Chirac
disait simplement: «Les emmerdes, ¢a vole >

LOI DE POISSON ET ACCIDENTS D'AVION

E n aotut 2005, une série de
cing catastrophes aériennes
s'est produite dans un intervalle
de 22 jours, faisant plusieurs
centaines de morts au total. Cela
nous semble extraordinaire,
mais l'est-ce vraiment ?

Elise Janvresse et Thierry
de la Rue proposent une belle
analyse du probléme dans leur
petit livre La Loi des séries,
hasard ou fatalité ?

(Le Pommier, 2007). En
examinant les données
disponibles, ils ont évalué que
la probabilité totale d'un
accident sur un vol d'au moins
30 passagers est de 0,04 par
jour. Ils ont ensuite calculé le
nombre total d'accidents
auquel il faut s'attendre sur une
période donnée. On fait appel a
la loi de Poisson, une loi des
événements rares introduite
par Siméon Denis Poisson

en 1837. Elle est appropriée ici,
puisque la probabilité que 1 des
20 000 vols quotidiens soit
victime d'un accident est
0,04/20 000 = 0,000 002.

La loi de Poisson fait
intervenir un paramétre
d'intensité A calculé a partir du
nombre moyen d'accidents sur

la période considérée — soit,
pour une journée, 0,04. D'aprés
la loi de Poisson, la probabilité
que le nombre N d'accidents
soit égal a U'entier k durant
la période choisie est donnée
par la formule :
Proba(N = k) = exp(— \) \/k !
Sil'on se fixe une fenétre
particuliére de 22 jours, alors
lintensité pour cette période
vaut A = 0,04 x 22 = 0,88.
La probabilité pour qu'il n'y ait
euque0, 1, 2, 3 ou 4 accidents
estdonc:
Proba(N < 4) = Proba(N = 0) +
Proba(N = 1) + Proba(N = 2) +
Proba(N = 3) + Proba(N = 4) =
exp(-0,88)[1 + 0,88 +
0,88%/(2x 1) + 0,88%/(3 x 2 x 1)
+0,88%/(4 x 3 x 2 x 1)] = 0,9978.
La probabilité qu'il y ait eu
5 accidents ou plus dans
la période de 22 jours fixée
estdonc 1 - 0,9978 = 0,0022,
ce qui est faible.
La série malheureuse
de catastrophes de 2005 serait
donc extraordinaire !
Ce serait oublier qu'il faut
envisager non pas une fenétre
de 22 jours, mais toutes les
fenétres de 22 jours présentes
durant une année. Le calcul
est assez compliqué, car
les fenétres a envisager se
chevauchent. Elise Janvresse
et Thierry de la Rue ont donc
fait usage de ce qu'on nomme
les statistiques de balayages,
mises au point assez
récemment pour traiter
ce type de problémes.
Ils concluent que la probabilité
que, durant une année donnée,
il se produise 5 accidents
aériens graves ou plus
dans une fenétre de 22 jours
est 11 %. C'est assez faible,
mais cela rend la série
malheureuse de 2005 peu
étonnante, d'autant plus que
le calcul mené ne prend pas
en compte les variations
saisonniéres du trafic aérien
qui, en concentrant les vols
sur certaines périodes,
augmentent le 11 % obtenu.
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