ENTRAINEMENT SPORTIF

n champion souhaite organiser ses séances
d'entrainement pour les 30 prochains jours.
Il s'entraine par heures entiéres et veut s'entrainer
45 fois (donc 45 heures). Il veut s'entrainer au moins
une heure par jour. Montrer que nécessairement,
dans le programme qu'il se fixe, il y a une série
de jours consécutifs ou il s'entrainera exactement
14 heures.
Démonstration
Considérons le total des heures qu'il aura fait
au bout d'une journée, deux journées, etc.
Cela donne 30 nombres entiers S, < S, <...< S, =45.

On veut démontrer qu'il existe i et j tels que S, + 14 = Sj.

en ajoutant 14 a chaque nombre.Ona:
S,+14<S§,+14<..<S, +14=45+14 =59.

Les 60 nombres entiers S, S,, .., S, etS, +14,8,+14, ...,
S,, + 14 sont tous compris entre 1 et 59. D'aprés

le principe des tiroirs (ici 59 tiroirs, 60 objets),

deux de ces nombres, notons-les X et Y, sont égaux.
Les nombres X et Y ne peuvent pas étre tous les deux
parmi les 30 premiers a cause des inégalités strictes,
ni tous les deux parmi les 30 derniers. Il y en a donc
un parmi les 30 premiers, disons S]., et un autre parmi
les 30 derniers, disons S, + 14. Nous avons trouvé S,

et Sj telsque S, +14 = SL.. C'est ce que nous voulions.
Remarquons que le raisonnement marcherait encore

Considérons les inégalités écrites au-dessus

en remplacant 14 par 13 ou 12, oull.. ou 1.
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’affirmation tirée du principe des tiroirs, cet
énoncé plus précis reste une hypothese.

Le principe des tiroirs fini/infini se généra-
lise en considérant ’algebre des cardinaux
transfinis. Indiquons seulement la version de
cette généralisation concernant les ensembles
infinis dénombrables, ensembles dont les élé-
ments peuvent étre mis en correspondance un
aun avec les nombres entiers, et les ensembles
infinis non dénombrables, trop gros pour
qu’une telle correspondance existe.

Principe des tiroirs
dénombrable/non dénombrable

Quand on range une infinité non dénombrable
d’objets dans un meuble contenant une infinité
dénombrable de tiroirs, 'un des tiroirs contient une
infinité non dénombrable d’objets.

Application. Si E est un sous-ensemble
non dénombrable du plan et qu’un pavage du
plan est donné (par exemple par des carrés)
alors ’'un des pavés contient une infinité non
dénombrable d’éléments de E. On répartit
les points dans des tiroirs correspondant aux
pavés qui constituent une infinité dénom-
brable. Parfois, un point de E appartient a
plusieurs pavés (car les bords des pavés sont
communs); on le place alors au hasard dans
le tiroir associé a 'un des pavés concernés.
Quand tous les points sont placés, on
applique le principe des tiroirs: I'un des
tiroirs contient donc une infinité non dénom-
brable d’éléments, et donc I'un des pavés
contient une infinité non dénombrable de
points de E.

Le principe des tiroirs fini/infini est impor-
tant en logique et Terence Tao, célébre mathé-
maticien australo-américain lauréat d’une
médaille Fields en 2006, a proposé un axiome
qui exprime ce principe dans un langage
logique ¢élémentaire. Cet axiome est
aujourd’hui discuté et on étudie sa force (voir
la bibliographie). Les travaux autour de ces
questions constituent une indication indi-
recte que les principes des tiroirs sont des

énoncés singuliers exprimant de maniere
concise des affirmations logiques puissantes...
malgré leur apparente évidence.

Ce contenu logique réellement intéressant
du principe des tiroirs et de ses variantes est
d’ailleurs confirmé par d’autres travaux menés
en démonstration automatique a propos d’une
méthode de calcul logique dénommée résolu-
tion. On étudie la transcription en logique pro-
positionnelle de I’affirmation: si m objets sont
mis dans #n tiroirs et que m>n, alors 'un des
tiroirs contient au moins deux objets. On
essaie de voir quelles sont les démonstrations
les plus courtes possible de la formule. On
découvre qu’elles sont toutes assez longues,
ce qui confirme que, méme si elles nous appa-
raissent aller de soi, les affirmations tirées du
principe des tiroirs quand on fait varier n et m
ne résultent pas sans efforts des vérités
logiques élémentaires adoptées comme
axiomes.

UN PRINCIPE FAUX
EN MECANIQUE QUANTIQUE ?

Une derniere preuve que ces principes ne
sont pas uniquement des banalités vient
d’étre proposée par Yakir Aharonov, de 'uni-
versité de Tel Aviv, et des collegues. Leur
article paru en 2016 dans la revue de ’Acadé-
mie des sciences des Etats-Unis affirme éta-
blir que la forme la plus élémentaire du
principe des tiroirs, «Si trois objets sont pla-
cés dans deux tiroirs, alors 'un des tiroirs
contient deux objets», est fausse en méca-
nique quantique.

Si comme moi vous avez du mal a com-
prendre Particle (voir la bibliographie), qui a
provoqué quelques réactions critiques, et a
savoir ce que peut signifier qu’en mécanique
quantique le principe des tiroirs soit faux, ce
n’est pas tres étonnant. Apres tout, le grand
physicien américain Richard Feynman avait
lui-méme déclaré que «personne ne com-
prend la mécanique quantique»! m
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