contemporains de Montucla, il s’en trouvait
sans doute bien peu pour admettre la possibi-
lité d’un tel arrét. Sa conclusion fut pourtant
reprise au siecle suivant, fondée sur une
vitesse qui deviendrait imaginaire si P dépas-
sait O. Mais cet argument avait déja servi a
soutenir la solution d’Euler et, de toute fagon,
cette vitesse imaginaire était illusoire car les
calculs étaient faux!

UN TROU NOIR PONCTUEL

Le débat théorique évoqué ici est resté mar-
ginal, car le mouvement gravitationnel recti-
ligne, sans application en astronomie, ne
semble pas avoir beaucoup préoccupé les
auteurs d’ouvrages sur la mécanique, et moins
encore le probléme posé par la chute jusqu’au
centre d’attraction. Aussi le fin mot de I'affaire
ne sera-t-il que tardivement révélé, au moins
par Paul Painlevé au premier tome de son Cours
de mécanique professé & I’Ecole polytechnique,
publié en 1930.

A propos du mobile ponctuel parvenu au
centre d’attraction avec une vitesse infinie, il
se contente de noter qu’apres cet événement,
«la discussion ne peut étre poursuivie». Ici,
aucune tentative de justifier mathématique-
ment larrét du mouvement au centre d’attrac-
tion, comme ce fut le cas, en particulier, de la
part de Montucla qui semble avoir eu raison
avant tout le monde. L’arrét du mobile est inhé-
rent a la théorie méme. Painlevé déclare sim-
plement qu’apres larrivée du mobile au centre
d’attraction, la mécanique rationnelle n’a plus
rien a dire. En ce qui la concerne, le mouve-
ment du mobile s’arréte nécessairement 1a, et
toutes les spéculations au sujet de ce mouve-
ment apres cet événement sont dépourvues de
valeur scientifique.

Euler et D’Alembert n’avaient pas prévu un
tel dénouement, mais il faut reconnaitre que
méme jusqu’a ’époque de Painlevé, apres deux
siecles de mécanique newtonienne triom-
phante, seulement tempérés par les succes de
la théorie de la relativité au début du xx° siecle,
cet aveu d’impuissance a prédire ce qu’il
adviendrait du mobile une fois le centre atteint
n’était pas facilement envisageable.

La cause précise de ’échec de la mécanique
a prédire ce qu’il adviendra au centre d’attrac-
tion réside en ce qu’elle interdit que la trajec-
toire d’un point matériel passe par un point ou
sa vitesse et la force qui le sollicite ne seraient
pas diiment définies, ce qui exclut d’éven-
tuelles valeurs infinies. Tout simplement parce
que de telles données imparfaites en ce point
ne constituent pas des conditions initiales
exploitables pour déterminer le comportement
ultérieur du mobile. Cela dit, I’efficacité de la
mécanique rationnelle n’est pas en cause.
L’objection de Paul Appell rapportée plus haut
revient a dire que la «délicate question» posée

au départ n’est pas pertinente du point de vue
de la mécanique rationnelle. En effet, avec
l’abstraction d’un point ou rien n’existe et qui
exerce pourtant une force attractive sur les
corps matériels, le cadre du probléme s’écarte
délibérément du monde réel ou doit opérer
cette théorie. Dans ce cadre fictif, le centre
d’attraction est une singularité qui, pendant

Fuler et D’Alembert
n’avaient pas prévu
un tel dénouement
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longtemps, n’a guere troublé les théoriciens,
mais qui sort du champ opératoire de la méca-
nique rationnelle. Pour elle, le mouvement du
point matériel en chute libre doit nécessaire-
ment s’arréter en ce point singulier qui se com-
porte alors comme une sorte de trou noir
ponctuel, avec «absorption» finale et définitive
du mobile par cette singularité.

Un tel trou noir purement mathématique
semble bien éloigné des trous noirs dont s’oc-
cupe l'astrophysique moderne et dont I’exis-
tence, dansle cadre de lamécanique newtonienne,
avait déja été prévue au xviir® siecle, en particu-
lier par Laplace au second tome de son Exposition
du systéme dumonde (1796). Ces trous noirs sont
généralement de dimension non négligeable,
comme ceux d’origine stellaire. IIs peuvent
méme étre gigantesques, comme les trous noirs
supermassifs dont 'existence est soupgonnée au
cceur des galaxies. Mais 'astrophysique envisage
aussi la possibilité de trous noirs quasi ponctuels,
comme les microtrous noirs primordiaux aux
propriétés quantiques qui seraient apparus aux
premiers instants de 'Univers.

En fait, la principale différence réside dans
la facon d’appréhender ces singularités. Le
point matériel, parvenu au centre d’attraction
sur lequel il s’est précipité avec une vitesse infi-
nie, y subit une sorte de mort mathématique.
Les savants du xviir® siecle ignoraient qu’en
prédisant son mouvement au-dela, ils Iui inven-
taient une vie apres la mort. Aujourd’hui, que
les trous noirs rencontrés soient gigantesques
ou ponctuels, les scientifiques sont conscients
des limites de leurs théories. Et si certains
cherchent a savoir ce qui survient au coeur d’un
trou noir ou a la naissance de ’Univers, c’est en
invoquant de nouvelles théories. m
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LES CARRES
MAGIQUES
RES

On s’intéresse aux carrés magiques depuis plus

de deux millénaires. Des amateurs d’énigmes leur
ont récemment associé des exigences géométriques,
ce qui enrichit spectaculairement le domaine.

n juin 2013, cette rubrique était

consacrée aux carrés magiques

géométriques, les «carrés géoma-

giques», une merveilleuse invention

de Lee Sallows. Cet ingénieur britan-

nique en a développé la théorie pour
réaliser une impressionnante collection de solu-
tions réunies dans son livre Geometric Magic
Squares. A Challenging New Twist Using Colored
Shapes Instead of Numbers (Dover, 2013).

Lee Sallows a introduit la géométrie dans
larithmétique des carrés magiques de la facon
suivante (voir lencadré 1): les formes géomé-
triques de chaque case d’un tableau carré sont
différentes, mais de méme aire; les formes des
cases de toutes les lignes, toutes les colonnes et
des deux diagonales constituent les pieces d’un
méme puzzle, par exemple un méme rectangle.

En décembre 2016, William Walkington,
un passionné britannique de divertissements
mathématiques, a découvert une géométrisa-
tion plus directe des carrés magiques. Il a
nommé son invention area magic squares, que
nous traduirons par carrés magiques d’aires.
Ces objets géométrico-arithmétiques sug-
gerent une famille de problemes qui exigent
des techniques spécifiques d’attaque dont
seul un petit nombre est aujourd’hui maitrisé.
Ces problemes donneront du fil a retordre a
des générations d’amateurs de récréations
mathématiques: un nouveau chapitre du
domaine ludique des carrés magiques vient
de s’ouvrir!

Un carré magique classique est un tableau
de nombres entiers, tous différents, possédant
n lignes et n colonnes, ayant la rare propriété
quen additionnant les nombres de chaque
ligne ou de chaque colonne, on trouve toujours
la méme somme S. On exige aussi que le total
des nombres de chacune des deux diagonales
soit égal a S; si ce n’est pas le cas, le carré est
seulement «semi-magique». Pour un carré de
taille nxn, cela conduit donc a 2n+2 sommes
de n nombres qui doivent toutes valoir S. On
s’amuse parfois a satisfaire des contraintes
supplémentaires: que les entiers utilisés soient
consécutifs, ou que ce soient tous des nombres
premiers, etc.

L’idée des carrés magiques d’aires est de
prendre un carré magique classique, de
taille nxn, et de lui associer le découpage
d’une surface carrée en n*> formes correspon-
dant aux n* cases du carré magique, avec la
contrainte que chacune des n> formes du
découpage doit avoir une aire proportionnelle
au nombre correspondant du carré magique
utilisé (voir Pencadré 1, dessin b).

UNE METHODE GENERALE
DE CONSTRUCTION

Est-il toujours possible d’associer un carré
magique d’aires a un carré magique usuel
donné? Est-ce difficile?

La réponse est qu’il existe une méthode
simple et systématique permettant d’associer, a
chaque carré magique usuel connu, un carré >



CARRES GEOMAGIQUES ET CARRES MAGIQUES D'AIRES

ans le tableau central de formes donné en a, chacune
des quatre rangées définit un puzzle aboutissant au
rectangle de taille 6 x 4. Il en va de méme pour chacune des
quatre colonnes et pour les deux diagonales de ce tableau
— un carré géomagique — découvert par Lee Sallows.
Dans le carré b, les lignes de découpe en 9 quadrilatéres
sont telles que l'aire de chacun est proportionnelle
au nombre écrit : c'est un carré magique d'aires.
Ce découpage a été trouvé par William Walkington par
tatonnement. Il n'était pas certain que la figure dessinée,
qui est correcte quand on calcule avec deux décimales,

25
L
7]
o

le reste encore quand on exige plus de précision.

Un programme de Walter Trump par une méthode
d'approximation a précisé les coordonnées des points

de la construction assurant une exactitude des contraintes
sur les aires avec une précision de 14 décimales.

On a depuis prouvé que les équations exprimant les
contraintes ont une solution exacte correspondant au
dessin (donc avec une infinité de décimales), bien
qu‘aucune expression simple n'en ait été proposée.

En c et d sont représentés des carrés magiques d'aires
d’ordre 6 calculés par William Walkington.

62 64 66

| 46 | 60 | T4

22 40 .
76

94 | 12
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> magique d’aires utilisant ses nombres. La
méthode est absolument générale et semble
donc résoudre le probléeme d’une maniere rapide
et définitive. Nous allons voir cependant qu’elle
n’est pas totalement satisfaisante; c’est pourquoi
nous ajouterons une contrainte supplémentaire
dans la définition, ce qui rendra alors le probleme
plus délicat et fixera des défis intéressants.

En quoi consiste la méthode générale? On
part d’'un carré magique quelconque et du tableau
dessinant les cases ol sont placés les nombres.
On déplace quelques segments verticaux délimi-
tant ces cases afin que dans chaque ligne horizon-
tale du carré magique initial, les cases carrées
deviennent des rectangles aux aires proportion-
nelles aux nombres présents dans les cases (on
peut, de la méme facon, agir sur les colonnes de
formes et déplacer des segments horizontaux).

Ces manipulations sont toujours possibles,
justement parce que la somme des nombres
d’une méme ligne (ou d’'une méme colonne) est
constante. Prenons un exemple de carré
magique 3x3 ou la somme est 15 (voir lencadré 2,
dessin a). On prend donc comme unité sur
chaque segment horizontal 1/15 de la longueur
du coté du carré a découper, et on déplace les
segments verticaux pour que les bases des rec-
tangles aient pour longueur 4/15, 9/15, 2/15 pour
les cases de la premicre ligne. Pour la seconde
ligne, les bases seront 3/15, 5/15, 7/15; et pour la
troisieme, elles seront 8/15, 1/15, 6/15. On obtient
bien ce qu’on recherchait: les cases ont des aires
proportionnelles aux nombres inscrits a 'inté-
rieur (voir Pencadré 2, dessin b).

Il est bien clair que pour tout carré magique
initial, la méthode produira un carré magique

TRANSFORMATIONS DES CARRES MAGIQUES D'AIRES

D ans la transformation par la méthode des
rectangles, on déplace quelques segments
internes délimitant les cases du tableau a de facon
que les aires des rectangles obtenus soient
proportionnelles aux nombres écrits en leur centre.
On peut jouer sur les segments verticaux (b) ou faire
coulisser des segments horizontaux (c). On peut
ensuite déformer les cases du carré sans en changer
les aires : on déforme certaines des lignes, en prenant
garde de ne changer aucune aire. Ici huit cotés de
rectangles ont été remplacés par des lignes plus
compliquées (d). Dans la définition compléte d'un
carré magique d'aires, on exigera que le découpage
consiste en lignes continues (et sans superpositions)
joignant les bords opposés du carré mis en pieces (e).

a b

Malheureusement, la méthode des rectangles
et sa généralisation ne produisent pas de tels
découpages, et il faut donc chercher d'autres
méthodes. Lorsque, en plus d'étre continues et sans
superpositions, on impose aux lignes de découpage
d'étre des segments de droite, les carrés magiques
d'aires sont alors qualifiés de linéaires.

Au xvir© siecle, le mathématicien francais Frénicle
de Bessy a énuméré exactement 880 carrés magiques
d'ordre 4 utilisant les entiers de 1 a 16. Le carré
magique d'aires associé a l'un d'eux (f) est obtenu par
découpage du carré de base par trois lignes continues
en bleu liant les c6tés haut et bas du carré, et trois
lignes continues en rouge liant les c6tés droit et
gauche (ce carré magique d'aires n'est pas linéaire).
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