
ou système de coordonnées dans lequel on se 
place. 

Les deux versions étaient très voisines, 
bien que les travaux de Hilbert et ceux d’Eins-
tein aient été guidés par des hypothèses phy-
siques et des méthodes mathématiques très 
différentes. L’approche mathématique déve-
loppée par Hilbert était fondée sur des 
méthodes variationnelles, qui avaient joué un 
rôle important en mécanique classique depuis 
les contributions de Joseph-Louis Lagrange, au 
xviiie siècle (voir l’encadré page 75). 

DES IDENTITÉS REMARQUÉES 
PAR HILBERT ET MAL COMPRISES 

Einstein avait aussi tenté une telle 
approche, mais Hilbert fut le premier à exploi-
ter cette piste et à en déduire des équations du 
champ gravitationnel qui soient pleinement 
covariantes, c’est-à-dire qui gardent la même 
forme quel que soit le système de coordonnées 
adopté. Hilbert remarqua également que son 
système de quatorze équations satisfaisait 
quatre identités qu’il interpréta comme un lien 
entre gravité et électromagnétisme. Mais la 
nature précise de ces relations est restée obs-
cure, jusqu’aux travaux d’Emmy Noether (voir 
l’encadré page 76).

Plus mystérieux encore était ce que Hilbert 
nomma son « équation de l’énergie invariante », 
fondée sur une construction complexe connue 
sous le nom de vecteur énergie de Hilbert. 
Emmy Noether commença à étudier les pro-
priétés de cette grandeur un peu plus tard, 
même si elle ne publia rien à ce sujet. Ce qu’elle 
découvrit, cependant, est évoqué dans un 
échange tenu en janvier 1918 entre Klein et 
Hilbert sur le statut de la conservation de 
l’énergie en relativité générale, échange publié 
dans un volume (daté de 1917) de la revue 
Nachrichten von der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen. 

Klein y faisait remarquer : « Comme vous 
le savez, Mlle Noether me conseille continuel-
lement au sujet de mes travaux, et en fait, c’est 
uniquement grâce à elle que j’ai compris ces 
questions. » Klein avait été à l’initiative de cet 
échange, dans lequel il insistait sur le fait que 
l’équation de l’énergie invariante de Hilbert 
était une identité générale, et non une véri-
table loi de conservation au sens de la méca-
nique classique. Une telle loi de conservation 
classique ne pouvait être découverte qu’en 
invoquant des propriétés physiques de la 
matière, alors que l’équation de Hilbert était 
la conséquence des équations du champ gra-
vitationnel et de considérations purement 
formelles. Klein soulignait en outre qu’Emmy 
Noether l’avait déjà remarqué et qu’elle s’était 
occupée des détails dans un manuscrit. Hilbert 
répondit à Klein :

« Je suis tout à fait d’accord avec la subs-
tance de vos affirmations sur les théorèmes 
d’énergie. Emmy Noether, à qui j’ai demandé 
de l’aide il y a plus d’un an pour clarifier ce 
genre de question analytique à propos de mon 
théorème d’énergie, a trouvé à cette époque 
que […] les composantes d’énergie que j’avais 
proposées – ainsi que celles d’Einstein – pour-
raient être transformées formellement en 
expressions dont la divergence est identique-
ment nulle […]. » Traduite en termes simples, 
la dernière partie de cette citation signifie que 
la loi de conservation que Hilbert a trouvée 
pour son « vecteur énergie » résultait de mani-
pulations mathématiques purement formelles 
et constituait donc une identité, une sorte de 
tautologie sans conséquences sur la physique.

Ces mots échangés entre Klein et Hilbert, 
ainsi que des notes prises par Rudolf Humm, 
un étudiant suisse d’Emmy Noether, montrent 
que les résultats de la mathématicienne 
avaient de toute évidence anticipé les princi-
paux arguments de Klein.

Hilbert n’était pas seulement d’accord, de 
façon générale, avec l’analyse de Klein concer-
nant le statut des lois de conservation. Il alla 
plus loin en affirmant que l’absence d’analogie 
entre la conservation de l’énergie classique et 
sa propre équation d’énergie était une 

Emmy Noether et Fritz, l’un de ses 
trois frères, en 1933. Cette année-là, 
avec l’arrivée des nazis au pouvoir, 
Emmy émigra aux États-Unis.  
Elle y mourut deux ans plus tard,  
à la suite de complications  
d’une opération chirurgicale.  
Fritz quitta aussi l’Allemagne  
en 1933. Après avoir occupé  
un poste de mathématicien à Tomsk,  
en Union soviétique, il fut arrêté 
en 1937 en raison de fausses 
accusations d’espionnage et fut 
finalement exécuté par les hommes 
de main de Staline en 1941.

>©
 D

R

 POUR LA SCIENCE N° 490 / Août 2018 / 77



caractéristique de la relativité générale. Il fit 
même l’hypothèse qu’il était possible de le 
prouver à titre de théorème. Klein répondit : 
« Je serais très intéressé de voir la preuve 
mathématique à laquelle vous faites allusion 
dans votre réponse. » Pour lui, il s’agissait 
d’expliquer clairement ce que signifiait une loi 
de conservation ayant un contenu physique 
réel, par opposition à l’expression d’une pro-
priété purement formelle. Cela devint le prin-
cipal problème auquel s’attela Emmy Noether 
au début de 1918 dans ses travaux sur les « pro-
blèmes variationnels invariants ». 

Après divers échanges avec Klein, Emmy 
Noether acheva ces travaux et présenta le 
23 juillet ses résultats (voir l’encadré page 76) 
à la Société mathématique de Göttingen. 

Concernant les interprétations physiques, 
elle nota que son premier théorème généralisait 
le formalisme sous-tendant les résultats usuels 
relatifs aux « intégrales premières » (les gran-
deurs conservées) en mécanique classique. 

Elle caractérisa son second théorème 
comme étant « la généralisation, en termes de 
théorie des groupes, la plus générale possible 
de la ‘‘relativité générale’’ ». Non seulement les 
résultats fondamentaux qu’elle obtint clari-
fiaient le statut de l’équation d’énergie de 
Hilbert, mais ils décrivaient aussi les modalités 
selon lesquelles les lois de conservation appa-
raissent, que ce soit en mécanique classique 
ou dans les théories modernes des champs. 
Quant à l’hypothèse de Hilbert selon laquelle 
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FELIX KLEIN, DAVID HILBERT ET GÖTTINGEN

A u début du XXe siècle, le département de mathématiques  
de l’université de Göttingen était devenu un centre 
d’excellence mondial, jusqu’en 1933 (arrivée au pouvoir 

des nazis). C’est là notamment que s’est développée l’algèbre 
abstraite moderne, dont ont hérité plusieurs champs actuels de  
la recherche mathématique. L’essor de l’école de Göttingen est  
en grande partie dû aux efforts de deux mathématiciens brillants  
et influents, Felix Klein et David Hilbert. Klein, qui avait rejoint 

Göttingen en 1886, est notamment connu pour son « programme 
d’Erlangen » de 1872, qui donnait de la géométrie une vision 
unifiée, axée sur la notion d’invariance sous des groupes  
de transformations. Hilbert, plus jeune, est arrivé à Göttingen  
en 1895. Considéré comme l’un des plus grands mathématiciens 
de son époque, il a énoncé en 1900, lors d’un congrès 
international à Paris, une liste célèbre de 23 grands problèmes 
ouverts, qui a inspiré beaucoup de recherches du XXe siècle.

l’absence d’une loi propre de conservation de 
l’énergie constituait une caractéristique de la 
théorie de la relativité générale, Emmy 
Noether la commenta ainsi dans son article :

« Pour que cette assertion soit littéralement 
valide, il est nécessaire de comprendre le terme 
de ‘‘relativité générale’’ dans un sens plus large 
qu’habituellement, et de l’étendre aux groupes 
mentionnés précédemment qui dépendent de 
fonctions. »

DES RÉSULTATS CONFORTANT  
LA VISION DE FELIX KLEIN

Klein soumit cet article à la Société scien-
tifique de Göttingen le 26  juillet avec beau-
coup de satisfaction. En fait, il voyait dans les 
découvertes d’Emmy Noether une justifica-
tion de son célèbre « programme d’Erlangen », 
écrit en 1872 et qui donnait de la géométrie 
une vision unifiée en tant qu’étude des pro-
priétés qui restent inchangées par des groupes 
de transformations. Klein adapta plus tard ses 
principes fondés sur la théorie des groupes 
pour en faire une doctrine générale pour la 
nouvelle physique. D’après son programme 
d’Erlangen, il fallait ainsi comprendre au sens 
large la théorie de la relativité comme la théo-
rie des invariants relatifs à un certain groupe 
de transformations. De toute évidence, Emmy 
Noether considérait que ses travaux sur les 
lois de conservation dérivées de principes 
variationnels s’inscrivaient dans ce pro-
gramme général. 

À gauche :  
Felix Klein (1849-1925).  
À droite :  
David Hilbert (1862-1943).
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