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Comment savoir si un assemblage plan de tiges articulées
est déformable ou rigide? En appelant a la rescousse la théorie
des graphes, qui fournit des algorithmes efficaces.
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our éviter qu’une chaise ne

s’écroule quand on s’y assied, on

consolide les angles ou se

rejoignent les pieds et les barres

délimitant la surface horizontale

du siege. Il est prudent aussi
d’ajouter quelques barreaux transversaux. Le
probleme de la rigidité prend une forme plus
générale avec un échafaudage complexe
(comme la Tour Eiffel) fait de tiges attachées
par leurs extrémités. Les mathématiciens se
sont intéressés a cette question et 'ont résolue
en déterminant ot et comment placer un mini-
mum de barres transversales pour rigidifier un
ensemble de tiges articulées.

Des exemples simples du probleme consti-
tuent déja de petites énigmes amusantes a
laquelle nous vous invitons a réfléchir quelques
secondes en observant ’encadré 1.

Imaginons un réseau de barres placées dans
un plan dont elles ne peuvent s’échapper,
toutes de la méme longueur et attachées par
leurs extrémités. Sur le schéma b, nous avons
représenté un réseau formant un rectangle 2x3
ou quelques tringles obliques, des diagonales,
ont été ajoutées. Parmi les six assemblages de
tringles figurés, certains rendent rigide I’as-
semblage, d’autres non. Saurez-vous identifier
les assemblages rigides? Saurez-vous aussi
déterminer si le réseau c est rigide ou non?
Comment formulerez-vous vos arguments?
Autre question: combien faut-il au minimum
de tringles transversales pour rigidifier un
réseau rectangulaire de ce type ayant a carrés
de haut et b carrés de large?

Bien siir, une méthode pour découvrir la
solution a ce type de problemes consiste a
prendre son Meccano, a fabriquer les structures
et a les secouer! L’encadré 2 montre quelles
structures de 'encadré 1 se déforment. Mais ce
n’est guere satisfaisant et nous imaginons qu'un
raisonnement doit donner la réponse sans nous
obliger a prendre un tournevis.

Une idée naturelle, mais fausse, est de
croire que, s’il y a au moins une tringle oblique
dans chaque colonne et dans chaque ligne,
alors la structure sera rigide. On verra plus loin
qu’il peut méme y avoir deux tringles obliques
dans chaque ligne et dans chaque colonne, et
que pourtant ’assemblage se déforme.

REGROUPER LES BARRES
NECESSAIREMENT PARALLELES
Découvrir la solution générale a ces pro-
blemes de grilles rigides demande qu’on réflé-
chisse aux contraintes de parallélisme qui
s’imposent aux barres du réseau. Considérons
un réseau composé de 16 carrés comme celui
de ’encadré 3, dessin a. La mécanique de ’as-
semblage indique qu’il existe 8 séries de cinq
tringles telles que, dans chaque série, toutes les
barres sont nécessairement paralleles, qu’on 'y
ait ajouté des tringles obliques ou qu’il n’y en
ait pas. En effet, quand le réseau se déforme,
les carrés restent des carrés ou deviennent des
losanges (quatre cotés égaux) et donc des
parallélogrammes. Cela signifie que leurs cotés
opposés sont et seront toujours paralleles. De
proche en proche, dans une méme ligne ou une
méme colonne, ces contraintes de parallélisme
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n considére des grilles faites de
barres de méme longueur attachées

d aux points de jonction. Les articulations
(en bleu foncé) étant souples, une telle
grille peut se déformer (a). On suppose et celui
toutefois que toutes les barres restent
dans un méme plan. Afin de rendre
la grille rigide, on a ajouté des tringles
obliques (en vert). Pour certains
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des tringles déterminent 8 groupes de 5 tringles.
L'un de ces groupes de 5 tringles toujours paral-
leles est figuré en rouge sur le schéma a de
I’encadré 3, un autre est figuré en vert. En pre-
nant en compte toutes ces contraintes de paral-
1élisme, on sépare les 4o tringles en 8 groupes
de 5 tringles. Ce sont, d’'une part: (1) les
5 tringles en rouge au-dessus de la tringle x ;
(2) les 5 tringles au-dessus de x ; (3) celles au-
dessus dex ; (4) celles au-dessus de x . D’autre
part, les tringles verticales se regroupent en
4 groupes de 5: (5) celles a la méme hauteur
que y,; (6) celles a la méme hauteur que y ;
(7) celles (en vert) ala méme hauteur queyy ; et
(8) celles a la méme hauteur quey,.

Nous désignerons chacun de ces 8 paquets
de 5 tringles par le nom de la tringle «mai-
tresse» du bas ou de gauche. Les 8 paquets sont
doncx, x, X, X, ¥, Y, Y, ety,

Remarquons maintenant qu’a chaque fois
quon introduit 1 tringle transversale, on
contraint 2 tringles de paquets différents a étre
orthogonales, et donc toutes les tringles d’'un
paquet a étre orthogonales a toutes les tringles
d’un autre paquet. Par exemple, en introduisant
1 tringle transversale (en gris dans le schéma a de
Pencadré 3) dans la colonne x et danslaligney,
on oblige les 5 tringles de x (en rouge) a rester
orthogonales aux 5 tringles de y, (en vert).

Quand plusieurs tringles transversales sont
insérées dans le réseau, pour faire le bilan de
contraintes d’orthogonalité créées, il est utile
de dessiner un graphe dont les nceuds sont les
huit groupes x, x , X, X, ¥, Y, ¥, Y, €t dont les
arcs sont ceux correspondants aux tringles >

LA REPONSE PAR LE BRICOLAGE

assemblages, on a ajouté suffisamment
de barres vertes, pour d'autres non.
Saurez-vous reconnaitre quels
assemblages, parmi les six dessinés en b

dessiné en c, sont rigides ?

Pourquoi ? Quel est le nombre minimal
de barres obliques qu'il faut ajouter

a une grille rectangulaire de taille p xq
pour qu'elle devienne rigide ?

our résoudre les problemes

de U'encadré ci-dessus, on
peut construire les grilles en
Meccano et les secouer. Reste

Non rigide

la question : pour rigidifier
une grille quelconque,
combien de barres diagonales
faut-il, et comment les placer ?
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