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choisiront NON des que deux de leurs voisins
auront choisi NON le jour t.

Voici les théoremes récents qui généra-
lisent le théoreme de la période 1 ou 2.

(A) Sil'on accepte que deux voisins de N,
soient eux-mémes voisins (présence d’un
triangle N, N, N)), alors la présence d’un nceud
non conformiste rend possible toute longueur
de cycle. Pour avoir la période 3, il faut que
N, soit voisin de lui-méme (boucle).

(B) Si deux voisins de N ne sont jamais
voisins (pas de triangle N, N, N), et qu'un
neeud n’est jamais considéré comme voisin de
lui-méme, alors, quelle que soit la regle appli-
quée par le noeud non conformiste N_ et quels
que soient les seuils choisis par les autres
neeuds, seuls des cycles de longueur 1, 2 ou 4
sont possibles.

(C) Sous les mémes conditions, mais en
acceptant maintenant qu’un noeud puisse étre
son propre voisin (boucle), les longueurs des
cycles possibles sont tous les entiers de la liste
1,2,3,4,6,8,10, 12.

(D) Dansle cas oule nceud N suit une regle
d’antimajorité, il choisit le jour t+1 ce qui était
minoritaire chez ses voisins le jour t, et main-
tenant méme si deux de ses voisins sont liés,
les cycles possibles sont : 1, 2, 4, 5, 6 et 10 quand
iln’y a pas de boucle.

(E) 11 faut ajouter 3 et 8 si les boucles sont
autorisées.

Les chercheurs ont par ailleurs établi que
ces résultats sont les meilleurs possibles en
montrant qu’en respectant les hypotheses des
théoremes, chacune des longueurs de cycles
énumérées se produit réellement.

L’encadré 3 donne des exemples de ces
extraordinaires situations ot des longueurs de
cycles autres que 1 et 2 se produisent.

COMMENT PROUVER
CE GENRE DE CHOSES ?

A titre d’exemple, voici, pour les plus cou-
rageux, en évitant toute formule et en simpli-
fiant au maximum, la démonstration de la
forme envisagée au début de cet article du
résultat de Goles et Olivos.

Contexte. On se donne un graphe fini indi-
quant les liens entre personnes d’une commu-
nauté. Chaque nceud du graphe a un avis OUI
ou NON a P’instant o. De l'instant t a I'ins-
tant t+1, chaque nceud peut changer d’avis.
Quand plus de la moitié de ses voisins sont
d’avis contraire au sien, il prend alors l’avis de
cette majorité de voisins. En cas d’égalité, il
conserve son avis.

Affirmation. Au bout d’un certain temps,
ce mécanisme conduit a une stabilisation de
tous les avis, ou alors a une oscillation des avis
entre deux états, autrement dit le graphe
reprend le méme état exactement au bout des
deux étapes.

Démonstration. On dit qu’un couple de
neceuds (N, N’) est «aigre entre 'instant ¢ et
l'instant t+1» si N et N’ sont reliés et que N a
linstant ¢t a un avis différent de N’ a I'instant +1
(attention: on ne considere pas le méme ins-
tant pour N et N).

Montrons qu’il y a stabilité ou décroissance
quand on passe du nombre de couples aigres
entre f-1 et t au nombre de couples aigres
entre tet t+1.

Considérons un nceud particulier N, fixé.
Soit m le nombre de couples (N, N’) aigres
entre t-1 et t. Et soit n le nombre de
couples (I\’, N) aigres entre t et t+1. Nous
allons montrer que m=n.

Cas 1. Supposons que N ne change pas
d’avis entre t-1 et t+1. Alors, nécessairement:
n=m. En effet, si N a le méme avis a 'instant t-1
et a l'instant f+1 (nous ’avons supposé) et si
N’ est lié a N, alors N a ’instant t-1 a un avis
différent de N’ a'instant ¢ si et seulement si N’
a linstant t a un avis différent de N a
l'instant ¢+1.

Cas 2. Supposons que N change d’avis entre
I'instant -1 et Iinstant f+1. Deux cas sont
possibles.

(a) N agardé le méme avis entre t-1ett, et
a changé d’avis entre t et t+1. A P'instant t, N
¢tait donc entouré de plus de nceuds ayant un
avis différent du sien que de noeuds ayant le
meme avis que le sien. Il y avait donc plus de la
moitié¢ des couples (N, N”) liés qui étaient
aigres entre I'instant t-1 et 'instant t et moins
de la moitié des couples (N’, N) qui étaient
aigres entre ¢ et t+1. C’est donc que n<m.

(b) N a changé d’avis entre t-1 et t, et I'a
gardé entre t et t+1. Si N a gardé le méme avis
entre l'instant ¢ et 'instant f+1, c’est qu’a l'ins-
tant ¢, il y avait plus de nceuds N’ liés a N qui
étaient de son avis (contraire a celui qu’il avait a
l'instant t-1), disons k, que de nceuds voisins
ayant un avis différent, disons h: k>h. On
remarque alors que m=k et n=h. Onadonc n<m.

SiN change d’avis entre f-1 et t+1 onadonc
toujours n<m. Le regroupement des cas 1 et 2
signifie que n<m.

Le noeud N était fixé. Faisons-le varier. On
obtient que le nombre total de couples (N’, N)
aigres entre I'instant t et I'instant ¢+1 (C’est la
somme des n associés a chaque noeud N) est
inférieur ou égal au nombre total des
couples (N, N”) aigres entre I'instant £-1 et 'ins-
tant ¢ (qui est la somme des m associés a chaque
nceud N). Le nombre de couples aigres entre ¢
et t+1 est donc inférieur ou égal au nombre de
couples aigres entre t-1 et t. Dit autrement, le
nombre de couples aigres décroit ou reste stable.

Ce nombre total ne peut décroitre indéfi-
niment; arrive donc un moment ou il se stabi-
lise. Quand il est stabilisé, le cas 2 ne se produit
plus, donc chaque nceud d’un instant -1 a
l'instant t+1 garde le méme avis. CQFD. B
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