ENDEZ-VOUS

I LOGIQUE & CALCUL

> informatiques colossales, tant ’excitation
curieuse qui ’anime est forte. Un étonnant
groupe de passionnés francais, qui inclut Jean-
Luc Garambois, un professeur des écoles habi-
tant dans ’Est de la France, et Paul Zimmermann,
un chercheur de I'Inria a Nancy, sattache depuis
plus de quinze ans a comprendre ces suites, aussi
bien en menant des calculs qu’en formulant des
conjectures et parfois en démontrant des résul-
tats mathématiques.
Que peut-il se passer quand on s’engage
dans le calcul d’une suite aliquote s(n), s(s(n)),
s(s(s(n))), ...2 Voici les diverses éventualités.

SUITES ALIQUOTES: SIX CAS

Cas 1. Les nombres 1 et 0 n’ont pas de divi-
seur différent d’eux-mémes et donc
s(o)=s(1)=o0. Le calcul des suites aliquotes a
partir de o ou 1 sarréte immédiatement.

Cas 2. Les nombres premiers p, par défini-
tion, n’ont que 1 comme partie aliquote. Ils
donnent donc 1, puis 0: p—~1—0.

Cas 3. Certains nombres reviennent sur eux-
meémes apres un cheminement plus ou moins
long, car ils appartiennent a une chaine sociable.
Partant par exemple du nombre 12496, repéré
par Poulet en 1918, on passe par 14288, puis
15472, 14536, 14264 qui redonne 12496.

Cette chaine sociable d’ordre 5 produit une
suite aliquote périodique et c’est aussi le cas pour
les nombres parfaits et les nombres amiables:
28—>28—>28—>..;
220—284—220—284—220—284—...

Cas 4. La suite aliquote, apres un parcours
plus ou moins long, tombe sur un nombre pre-
mier qui donne 1, puis o:
75>49—>8—>7—>1—0.

LE GRAPHE MYSTERIEUX

Par exemple, la suite aliquote partant
de 285612 compte 490 termes avant d’arriver au
nombre premier 59, qui donne 1 puis o. Vous
pouvez le vérifier grace au site internet:

http://factordb.com/sequences.
php?se=1&aq=285612&action=all

Ce site affiche toutes les étapes avec, pour
chaque nombre calculé, sa décomposition en
facteurs premiers, ce qui lui prend environ
20 secondes.

Cas 5. La suite aliquote tombe a un moment
sur un nombre appartement a une chaine
sociable et se met donc a tourner en rond. Ainsi,
le nombre 2856, apres 29 étapes, tombe sur la
seule chaine sociable d’ordre 28 connue (voir:
http://factordb.com/sequences.php?se=
1&aq=2856&action=all).

Cas 6. Derniere éventualité, la suite aliquote
continue indéfiniment sans repasser deux fois
par le méme nombre et tend donc vers I'infini.

Ce dernier cas n’a jamais été rencontré: cer-
taines suites aliquotes semblent se poursuivre
tres longtemps, mais la difficulté de la factorisa-
tion, quand les nombres de la suite deviennent
trop grands, fait que ’'on ne peut poursuivre le
calcul. Ces suites aux statuts indéterminés
agacent les mathématiciens.

Parmi les nombres entiers inférieurs a 1000,
on sait que tous, sauf peut-étre cing, donnent
des suites aliquotes bornées (cas 1 a cas 5). En
revanche, les suites aliquotes engendrées par
276, 552, 564, 660, 966 ont un statut inconnu.
Elles correspondent peut-étre au cas 6. Ces cinq
nombres sont dénommés les «cing de Lehmer»
en mémoire du mathématicien américain
Derrick Lehmer, mort en 1991, qui découvrit leur
statut particulier. Pour 276, on a calculé

A 1a fonction n — s(n)

(la somme des parties
aliquotes de n), on associe
un graphe infini. Les nceuds
en sont les entiers, etily a
un arc reliant n a s(n) pour
chaque entier n (une partie
de graphe est représentée
ci-contre). Voyons quelques
questions sur lesquelles on
travaille aujourd’hui.

1. Certains entiers n sont
Uextrémité d'un arc et
s'écrivent n = s(m) pour un
certain entier m. On les
qualifie d'« atteignables » ;
les autres sont dits
inatteignables.

En admettant vraie la
conjecture de Goldbach, la
proportion des nombres
impairs non atteignables est
nulle a infini. Pour les
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nombres pairs, Paul Erdés a
prouvé en 1973 que les
nombres pairs
inatteignables représentent,
a l'infini, une proportion
strictement positive des
nombres pairs.

En 2015, Florian Luca et
Carl Pomerance ont prouvé
que les nombres pairs
atteignables représentent
aussi une proportion
strictement positive des
nombres pairs.

2. De méme que, partant
de n, on peut étudier la suite
aliquote n, s(n), s(s(n)), ..., il
est intéressant de savoir ce
qui se passe si on inverse la
recherche : partant de n, on
recherche n, tel que s(n,) =n,
puis on recherche n, tel que
n, =s(n,), etc. Cela revient a

suivre les fleches du graphe

dans le sens opposé des

fleches. Cette recherche

est bloquée quand on arrive

a un nombre inatteignable.

La question la plus simple e I

a ce sujet est : existe-t-il

des entiers permettant de

poursuivre indéfiniment

ce chemin a reculons ? b4

Il est trés probable que oui.
3. Le graphe comporte

plusieurs composantes

connexes (parties non

reliées au reste du graphe).

On en connait certaines,

mais sont-elles en nombre

infini ? Toute structure

possible de graphes finis se

trouve-t-elle quelque part

dans le graphe aliquote ?

Jean-Luc Garambois

conjecture que oui.
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