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DES TROUS
A ENTOURER

PARCIMONIE

Laisser des trous dans un assemblage de carrés en minimisant
le nombre de pieces utilisées: ce probleme de géométrie

n’est pas facile. Mais le cheminement vers sa solution
illustre bien la démarche des mathématiciens.

e tatonnement et la construction

progressive de la solution d’une

énigme géométrique d’apparence

simple sont les sujets de cette

rubrique. L’objectif est d’illustrer les

diverses étapes qu'un mathémati-
cien doit franchir pour comprendre un pro-
bleme, et l'intérét de passer de la découverte
d’une solution dont on vérifie la justesse a la
certitude qui ne s’obtient qu’en élaborant une
démonstration. Ainsi, le travail de recherche
comporte plusieurs phases plus ou moins
entremeélées:

a) La prise de contact avec le probleme, sa
formulation claire et le traitement de quelques
cas particuliers.

b) La prise de conscience des difficultés et
I’approfondissement de 'exploration, condui-
sant a la découverte de régularités et a la for-
mulation d’hypotheses.

¢) La mise au point d’une réponse vraisem-
blable accompagnée de quelques calculs pour
formuler la solution.

d) L’élaboration d’une démonstration com-
plete, nécessitant une compréhension appro-
fondie du probléme et I'introduction d’idées
nouvelles. Lors de cette phase, on démontre
parfois des résultats intéressants, au-dela de la
question initiale.

e) La formulation d’autres problémes
proches que la méthode trouvée permet de trai-
ter, ou qui sont liés mais demanderaient un
travail nouveau.

Nous nous intéresserons aux formes du
plan composées de pieces carrées de coté

unitaire, posées coté contre coté que nous
dénommerons ici «formes» (voir encadré 1).

Posons-nous la question: pour un entier n
donné, combien faut-il au minimum de carrés
pour assembler une forme présentant n trous?
Nous noterons f(n) ce nombre minimal.

Pour que le probleme soit bien défini, pré-
cisons que des trous distincts ne doivent pas
se toucher, et que seuls comptent les trous
totalement entourés de carrés. Nous pourrions
adopter d’autres conventions, mais elles défi-
niraient d’autres problemes.

EXPERIMENTATION

La premiere chose a faire est de résoudre le
probleme pour les petites valeurs de n. Pour
n=1, n=2 et n=3, c’est simple. Il est clair que
’on ne peut pas faire mieux que les formes des-
sinées sur les figures 2a, 2b, 2c. On a donc
f(1)=8, f(2)=13, f(3)=18. Remarquons que
pour n=3, il y a trois figures différentes de
18 carrés comportant trois trous.

Ces premiers cas pourraient suggérer que
l’on a, pour tout entier n, f(n+1)=f(n)+5. Avec
f(1)=8, cela conduirait a la formule générale
f(n)=3+5n et donc a f(4)=23. C’est faux! Il
semble plutot que f(4) =21 (voir la figure 2f).

Pour n=4, on gagne quelque chose en
renoncant a aligner les trous. Pour n=5 et 6, il
n’est pas possible de faire mieux que 26 et 29.

Pour n=5, il faut a nouveau ajouter 5 au
résultat précédent (f(5)=26), mais pour n=6, il
suffit d’ajouter 3, puisque f(6)=29. La regle
semble obscure: parfois on doit ajouter 3 au
résultat précédent, parfois il faut ajouter 5.



DES FORMES TROUEES AVEC DES CARRES

Par définition, une

« forme » désigne ici
un assemblage de pieces
carrées collées coté
contre c6té (a, b, c, d).
La définition des trous
est précisée par

les figurese, f, g, h, i.

Un trou Ne compte pas

pour un frou
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Deux trous Deux frous

Ne compte que
pour un frou

On continue donc aussi soigneusement que
possible. On pourrait concevoir un programme
informatique qui résoudrait de maniere certaine
les cas envisagés en explorant toutes les combi-
naisons possibles pour des valeurs de n fixées.
Cependant, il ne donnerait pas la solution pour
tout n, et surtout il ne donnerait pas de démons-
tration. Par ailleurs, les situations pour n assez
petit ne sont pas tres compliquées et on a peu de
doute sur les valeurs qu’on découvre par taton-
nements. Pour yvoir clair, on constitue, sans étre
absolument certain de sa justesse, un tableau
dont voici les premieres valeurs.
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QUELLE EST LA REGLE?

L’observation attentive suggere une hypo-
these pour les ajouts de 3 ou de 5 d’un cas au
suivant. On note en effet que les ajouts sont
successivement: +5 +5 +3 +5 +3 +5 +3 +3 +5 +3 +3
+5 43 43 +3 +5 +3 +3 +3 45 ...

Les +5 sont isolés (sauf au tout début) et
séparés par des séquences de +3 dont la lon-
gueur s’accroit d’une unité une fois sur deux:

1122334455..

SiPon ne s’est pas trompé dans le tableau,
cela pourrait étre la solution, mais comment
étre certain que cette regle observée est juste?
Et si oui, quelle pourrait en étre la raison?

L’expérience acquise dans la résolution
sans démonstration des premiers cas suggere >

LE PROBLEME A RESOUDRE

L e probléme est de trouver, pour chaque
entier positif n, le nombre minimum f(n)

de carrés qu'il faut utiliser pour créer une forme
(au sens indiqué dans lU'encadré 1) dotée de

n trous. On a représenté sur les figures a, b, ¢, d,
e, f, g, hles solutions pour les valeurs

du nombre n de trous égalesa l, 2, 3,4, 5, 6.
Pour ces valeurs, les nombres de carrés sont,
respectivement, 8, 13, 18, 21, 26, 29.
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